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Nota explicativa

Este libro contiene los ejercicios correspondientes al titulo Ajuste
de observaciones para topdgrafos, y con frecuencia se hace referencia a él.
Para identificarlas correctamente, las referencias al libro de teoria se
escriben entre corchetes, mientras que las que apuntan al presente vo-
lumen se escriben normalmente. Asi, [(10.3)] hace referencia a la ecua-
cién (10.3) del libro de teorfa, mientras que (10.1.2) se refiere a una
ecuacién de este libro; y andlogamente para secciones, cuadros, etc.

En cada ejercicio los apartados se plantean todos al comienzo,
aunque algunos necesitan breves explicaciones intermedias. Poste-
riormente se van resolviendo uno por uno. El comienzo de la solu-
cién a cada apartado se indica por la misma letra del apartado en
negrita, por ejemplo a). A menudo a la solucién de un apartado sigue
una explicacién o anélisis. Para distinguirlo claramente de la solucién
en si esta se remata con [l y la explicacion que sigue va en letra mas
pequeiia. También se emplea ese simbolo al final del dltimo aparta-
do del ejercicio. Cuando un ejercicio no tenga apartados la solucién
simplemente se encuadra entre [J y [J.

Los ejercicios o apartados dificiles, asi como los que tienen por ob-
jeto desarrollar demostraciones que se omitieron en el libro de teoria,
se indican con {. Este simbolo también se muestra al principio de ca-
da parrafo de los que consta la solucién de dichos apartados, para
que puedan pasarse por alto facilmente si asi se desea.






1. Una ecuacion

Sea un semicirculo de didmetro AB = 2

F y una recta r paralela a AB que corta al se-
C E D micirculo en los puntos C y D. Determinar
la posicién de r para que divida al semi-

A/ Y 5 B circulo en dos partes de igual 4rea.

O El problema pide determinar la longi-
tud y = OE, siendo OF = 1. La recta divide al semicirculo en dos
regiones, de las cuales la inferior es ACDB, que es el doble de OEDB,
y esta a su vez es el sector BOD més el tridngulo OED.

BOD = Jarcseny, OED = 1y/1—7,

ya que el dngulo BOD es igual a arc sen y. Entonces el drea de la region

inferior es
ACDB = arcseny +y4/1 — 2.

El area superior es igual a la total del semicirculo menos esta:
CFDE = Z — ACBD, y estas dos areas han de ser iguales:

arcseny + y/1 —y? = g — (arcseneryx/l ,yz),
arcseny + y/1—y? = g

Escribimos la ecuacién igualada a cero:

fy) = arcseny +y/T—y? — g —0.

Resolvemos esta ecuacién linealizando; es decir, sustituyendo f
por una recta tangente a la curva en un punto cercano a la solucién. Si
la recta r cortase el radio OF a la mitad, el 4rea inferior seria bastante
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mayor que la superior, asi que podemos tomar como valor aproxima-
doy = %

) 1
f(]/)zifszF\/l——z—]/ilyTyz

=VI-yP+Vi-y=2/1-¢7

de donde la recta tangente a la funcién f en el punto (1, f(3)) es

gw) =f(3) + £ (3) (v — 3) = —01313+ 1,886Ay.

Igualando a cero obtenemos el valor Ay ~ 0,070; es decir, y ~ 0,370.

Este valor es solucion para la recta g, no para la funcion f, como
podemos comprobar sustituyendo: f(0,370) = —0,063. Realizamos
otra iteracién, tomando ahora como funcién g la recta tangente en el
punto 0,370, y obtenemos

<(y) = —0,063 + 1,995Ay,
Ay =~ 0,0316,

lo que da un nuevo valor y ~ 0,4016, para el cual f(y) ~ —0,0043.
Tras una iteracion més obtenemos los valores

y ~ 0,40397, fly) = —2,5-10°.

2. Un sistema de ecuaciones

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

Intanx + xsiny + xcosz = 2,1863
xcosy — xsinz = 0,05164
y+z=15

tomando como valores aproximados x = ley = z.
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O Elsistema linealizado en torno a un punto (xo, yo, zo) es:

—— +si A A
(sinxcosx+51ny+cosz)0 x + (x cosy)oAy

— (xsinz)oAz =~ 2,1863 — (f1),
(cosy —sinz)pAx — (xsiny)pAy — (x cosz)gAz ~ 0,05164 — (f2),
Ay+Az=0,

en donde f; y f, son las expresiones que hay que hacer iguales a cero.
Si los valores yg y zg se toman de manera que cumplan la tercera
ecuacion entonces ( f3)o—15=0, y por eso ya no lo escribimos.
Con los valores aproximados propuestos el sistema de ecuaciones

queda:

3,61Ax 4+ 0,73Ay — 0,68Az =~ 0,3299

0,05Ax — 0,68Ay — 0,73Az ~ 0,00159

Ay+Az=0

Resolviendo el sistema se obtienen los valores:
Ax ~ 0,099, Ay ~ —0,0685, Az = 0,0685.
Tras realizar mds iteraciones se llega finalmente a la solucién

x ~1,1210, y ~ 0,6732, z ~ 0,8268.

3. Un problema dificil

Este problema sirve para mostrar que el mé-

todo de linealizacién también se puede emplear

Q para resolver problemas que si admiten solucién

P exacta pero en las que ésta resulta dificil de ob-

tener. En el conjunto de puntos representado se
han efectuado las siguientes lecturas:

Ly = 10223, LB = 38950, LY = 22511,
L, = 58°71, L§ = 200%00, Lg = 30633,
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y las siguientes son coordenadas conocidas:

C
2 ! Xa =101, Ya=6447, Xg=20,12,
Yp =22,72, Xc=9694, Yc =817,

B D Xp = 1103, Yp = 26,06.

a) Obtener los puntos P y Q a partir de coordenadas aproximadas
mediante un proceso iterativo.
1 b) Resolver el problema de forma exacta por métodos geométricos.

a) Mediante un croquis podemos obtener los siguientes (u otros pa-
recidos) valores aproximados:

Xpo = 33,5, Ypo = 41,1, Spo = 2534,
Xqo = 819, Yo, =511, Tqo = 232°5.

La ecuacién para la observacion L4, en radianes, es la siguiente:

arctan ﬁ — Zp = 1,6058

Para los valores aproximados anteriores, la lectura obtenida es L?O =
1,5167, por lo que la ecuacion linealizada es

15167+BL9AX +BL9AY +BL§A2 ~ 1,6058
’ Xp PToYp P Tom, P

Las derivadas de una lectura en funcién de los parametros que in-
tervienen se encuentran desarrolladas en el capitulo de dngulos y dis-
tancias. Una vez calculadas y sustituidos todos los valores la ecuaciéon
queda

—0,021AXp — 0,021AYp — AXp = 0,0891

Las demds ecuaciones se obtinenen en modo anélogo. Los valores
aproximados de las lecturas y los términos independientes son, en

radianes,
| L Lo L-Lp

Lh|55862 54971  0,0891
LE| 38155 37708  0,0446
LY| 12332 13671 —0,1338
45743 45086  0,0657
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| L Lo L-1L,
LS| 05105 04638  0,0467
LD | 21807 22934 —0,1127

El sistema de ecuaciones al que se llega escrito en modo matricial es

—-0,021 -0,021 0 0 -1 0 AXp 0,0891

0,036 —0,026 0 0 -1 0 AYp 0,0446
—0,004 0,020 0,004 —-0,020 -1 0 AMXg | | —0,1338 |
—0,004 0,020 0,004 —0,020 0 -1 AYq - 0,0467 |’

0 0 -0,027 0,013 0 -1 AYp —0,1127

0 0 0,017 0,020 0 -1 AZq 0,0657

y la solucién

AXp ~ —1,43, AYp ~ —8,23, ASp ~ 0,175,
AXg ~ —2,49, AYo ~ 7,63, AT ~ —0,0819.

Esta solucién proporciona los nevos valores

Xp1 ~ 32,07, Yp1 ~ 32,87, Tpy A~ 260°88,
Xop = 7941, Yo, ~ 4347, Yo, ~ 227428.
Dado lo grande de algunos incrementos es necesario volver a cal-

cular la matriz del sistema para la préxima iteracién. Resulta la si-
guiente:

—-0,021 0,015 0 0 -1 0
0,041 0,049 0 0 -1 0
-0,005 0,020 0005 0020 -1 O

—-0,005 0,020 0005 0,020 0 -1
0 0 0022 0010 0 -1
0 0 0014 0025 0 -1

Los siguientes incrementos y valores aproximados son

AXp ~ —1,56, AYp ~ 0,17, A%p ~ 0,0025,
AXq ~ 041, AYq ~ 047, AYq = 0,0025;
Xpy ~ 30,51, Yp, & 33,04, Tpy A 261905,
Xq, ~ 79,82, Yq, ~ 43,94, Yo, ~ 227445
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El mayor incremento en una incégnita en es-

A ¢ ta iteracién es —1,56. Un metro y medio frente a
p Q maés de veinte (las distancias de los puntos visa-
dos desde P) apenas altera la geometria, y no es

B D  necesario volver a calcular la matriz del sistema

ni su inversa, y para sucesivas iteraciones pode-
mos emplear la misma, aunque la convergencia serd algo mds lenta.
Finalmente la solucién es

Xp = 30,59, Yp = 33,02, Tp = 261502,
Xo = 79,83, Yo = 43,92, Yo = 227°42.

T b) Para resolver geométricamente el problema comenzamos trazan-
do los arcos capaces APB y CQD. Después obtenemos los puntos E
y F como se muestra en la figura 1.3.1. El dngulo COE es doble del
angulo CQE, que es conocido, lo que permite situar el punto E. De la
misma manera situamos el punto F. La interseccién del segmento EF
con las circunferencias proporciona los puntos P y Q.

Fig. 1.3.1: Resolucién geométrica



3

1. Medidas de los angulos de un tridngulo

Este ejercicio consiste en la simulacién de las medidas de los dngu-
los de un tridngulo suponiendo una distribucién uniforme de los erro-
res, y en la observacién de los valores que se obtendrian. Para ello, se-
leccionar primero tres valores que sumen 180°, por ejemplo 30°, 60° y
90°, y seleccionar también un intervalo para la distribucién uniforme,
por ejemplo +0,5°. A continuacién se genera un error para cada an-
gulo de manera aleatoria siguiendo la distribucién uniforme (una po-
sibilidad habitual en herramientas de calculo) y se suman los errores
generados a los dngulos, obtiendo los valores observados simulados:
41,05, 03. Se obtiene el error total ¢ = ¢1 + ¢, + {3 — 180, y la correccién
a aplicar a cada medida para obtener el valor ajustado es —¢ /3. Se ob-
tendrén asi unos valores l1, [, I3 que cumplen {1 + I 4 I3 = 180, pero
que son légicamente distintos de 30, 60, 90. Realizar esta simulacién
muchas veces (mds de cien) y representar graficamente los valores
de las distintas magnitudes que se obtienen. La representacién en el
plano de los pares (I1,1,) serd parecida a [Fig. 3.6].

2. Simulacion con funciéon de densidad
asimétrica
Supongamos una funcién de densidad
fyet -3, 0<t<1, (3.2.1)

para un valor real 1 = 0,5.

a) Calcular la constante que falta para que sea efectivamente una
funcién desidad.
b) Hallar media, mediana y el valor de méxima densidad (moda).

Para los siguientes apartados es necesario generar valores siguien-
do la distribucién f. Para ello se generan aleatoriamente valores en-
tre 0 y 1 siguiendo una distribucién uniforme y al valor obtenido se

7
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le aplica Fl Asi, sia sigue una distribucién uniforme, 0 < a < 1,
entonces F~1 (&) sigue la distribucién f.

c) ¢Por qué de esta manera se generan cantidades que siguen la
distribucién f?
d) Calcular la funcién F~1.

Sea la variable M igual a «el valor méximo de tres cantidades que
siguen una distribucién f». En [p. 23] se demuestra que Fy(x) =
F(x)3. Vamos a comprobarlo experimentalmente. Para ello generare-
mos mil valores M; es decir, repetiremos mil veces el proceso de gene-
rar tres cantidades ¢ ~ f y tomar el valor maximo. Creamos también
un conjunto de cien valores, sin mds que tomar los cien primeros del
conjunto de mil.

e) Calcular Fy(x) y fm(x).
f) Representar fyi(x) y los conjuntos de valores obtenidos en la
simulacién, y compararlos.

Sea Up(x) la funcién de distribucién de los mil valores y U;(x) la
de cien.

Q) Representar superpuestas Uy (x), Uz (x) y Fap(x).
h) Para algunos valores « obtener Fy !, U, ly [Shy L

Las siguientes simulaciones consisten en obtener a partir de tres
medidas una estimacién del valor real. Estudiemos en primer lugar
la distribucién de algunos estimadores:

i) Generar doscientas veces un conjunto de tres medidas, para ca-
da uno de ellos calcular la media y representar el conjunto de
medias.

j) Idem para la mediana.

k) ¢Hacia qué valor tiende la media de las medias?

1 1) ;Y de las medianas?

Los siguientes apartados ya estdn relacionados con la estimacion,
es decir, con la funcién g. Supongamos que la funcién f se desplaza
con los valores reales y que a priori todos los valores reales tienen la
misma probabilidad.

m) Escribir fi(£).
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n) Si los valores observados son ¢1 = 0,15,/ = 0,25y 3 = 0,5,
calcular y representar una funcién proporcional a g(1).

i) Obtener el intervalo de confianza del 95 % de probabilidad cen-
trado en 0,27.

0) Obtener la funcién g en el caso de que fi se escale con 1, y con-
tinuando con la suposicién de que todos los valores reales son
igual de probables.

p) Idem en el caso de que los valores reales sigan una distribucién
proporcional a i(1) = 1/1. Representar superpuestas ambas gréa-
ficas (tener cuidado de hacerlo a la misma escala).

q) Obtener en ambos casos el intervalo de probabilidad 90 % que
comience en 0,25, asi como el valor ajustado correspondiente a
dicho intervalo.

a) )
11
CBdr= (1214 21
/Oe Pde= |3 -1 =2
de donde la constante pedida es 4, y f(¢) = 4¢ — 4/°.

b) La media es

15 ) de 4.3 451 8

La mediana es F~1(0,5), el valor comprendio entre 0 y 1 que satisface

1
22_ 4__.
m m—2

Esta es una ecuacién de segundo grado en m?, y su solucién es

/ 1
m=,/1——= ~0,5412.
V2

La moda es el méximo de f, el valor que cumple

1
flimy=0 = 1-3m?=0 = m/:—3%0,577.
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Se cumple por lo tanto y < m < m’. Esta posicién de la media entre la
moda y la mediana es tipica de distribuciones asimétricas.

¢) Una explicacion grafica puede verse en [Fig. 15.9]. En torno a un
valor &, cuanto mayor sea la pendiente de la grafica de F mayor es la
densidad de valores F~!(«). Llamando g a la funcién de densidad de
los valores F~!(«), tenemos entonces que g(x) o F'(x). Pero F/(x) =
f(x),de donde g(x) o f(x),y dado que tanto g como f son funciones
de densidad se cumple g = f.

Una desmostracién alternativa se puede obtener mediante el si-
guiente razonamiento: Si a un valor « de la distribucién uniforme de
intervalo [0, 1] se le asigna x = F~!(«), a cualquier 8 < & le correspon-
det = F~1(B) < x. Si consideramos « fijo, la probabilidad de g < «
es P(B < a) = &, de modo que se cumple P(t < x) = w. Si llama-
mos g a la funcién de densidad de los valores x que generamos, y G
a la funcién de distribucion, se cumple pues G(x) = a. Pero también
F(x) =a,dedondeG=Fyg=f.

d) La funcién F(x) es F(x) = 2x? — x*. Para hallar F~!(«) tenemos
que despejar x en a = 2x% — x*. Esta es una ecuaciéon de segundo
grado en x? que da como solucién x2 = 1 — /1 — &, de donde

x=+vV1—+v1—u

e) Fy(x) = (2x% —x*)3 = —x12 4+ 6210 — 1248 4 845,
fn(x) = Fyy(x) = —12x1 4 60x7 — 96x7 + 48x°.

1,g) En la pagina siguiente se muestran dos figuras. En la primera de
ellas aparece representada la funcién de densidad fy(x) y bajo ella
los dos conjuntos de valores obtenidos. En la segunda estan represen-
tadas superpuestas Uy (x), Up(x) y Fyp(x). Puede verse que las dife-
rencias entre estas dos tltimas funciones son minimas. Sin embargo
con cien valores todavia existen diferenicas apreciables.

h) Los valores Fl\jll («) se pueden obtener gréficamente o despejando
aena = Fy(x) = F(x), de donde ¥/a = F(x), y se obtiene

10
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AR

Fig. 3.2.1: Distribucién de los valores M

[ T T T T T T T T T 1

0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fig. 3.2.2: Distribuciones tedrica y empiricas de M

Las mayores diferencias entre Fi,ll y Uy ! se dan paraa = 0,69y
a = 0,83, y son respectivamente 0,042 y 0,034. [

i,j) Véase las gréficas en la pagina siguiente. Se aprecia claramente
que la media tiene menos dispersién que la mediana.

k) La media de las medias es simplemente la media de todos los va-
lores, y tiende por lo tanto al valor medio de la distribucién, 0,52.

1 1) Para obtener la media de las medianas primero tendremos que ob-
tener su distribucién. Sean /1, ¢, y ¢3 las medidas y m la mediana. La

11
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Ll I

0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

mediana

[ : : ‘ H

0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
media

Fig. 3.2.3: Distribucién de la media y la mediana de tres valores

probabilidad de que m sea un valor concreto x es cero, pero podemos
calcular la probabilidad de que esté en un entorno muy pequefio de
un cierto valor x. Sea I, un intervalo de longitud A que contiene a x.
La probabilidad P(m € I) es la suma de las probabilidades de cada
una de las siguientes posibilidades:
1. £1 € I, y los otros dos valores estdn cada uno a un lado de #;.
2. Uy € Ia, y los otros dos valores estdn cada uno a un lado de /5.
3. 03 € I, y los otros dos valores estan cada uno a un lado de /5.
T Laprobabilidad de ¢ € I es practicamente igual a f(x)A. La pro-

babilidad de que un valor sea menor que x es F(x), y la de que sea
mayor es 1 — F(x). Asi, se tiene que

P(l €15, by < x, 03 > x) = Af(x)F(x) (1 —F(x)),

y la misma probabilidad para {3 < x, £, > x. La probabilidad total es
entonces:
P(m € I5) =~ 6Af(x)F(x)(1 — F(x)). (32.2)

1 Lasrazones por las que (3.2.2) no es una igualdad son las siguien-
tes:

s P({ € I5) no es exactamente Af(x).

» Si¢; € 1y, la probabilidad ¢; < ¢; no es exactamente F(x), sino
que serd F(¢;), y andlogamente para £; > /;.

12
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Pero segtin A — 0 el error en la aproximacion (3.2.2) debido a estas
causas es cada vez mds pequefio en relacién a la propia probabilidad
P(m € Ip), de modo que se cumple

iirrbl’(m €Ir)/A =6f(x)F(x)(1 —F(x)).
1 Esta es precisamente la definicién de densidad de probabilidad, y

por lo tanto
fm(x) = 6f(x)F(x)(1—F(x)). (3.2.3)

T Esta es ya una funcién de densidad, pero es habitual en un pro-
ceso de obtencién de una funcién de densidad olvidarse alguna cons-
tante por el camino, asi que no esta de mds comprobar que su integral
es 1. De hecho a veces es mds comodo olvidarse de las constantes en
el desarrollo y calcular al final la que falta integrando.

T Para resolver la integral no es necesario sustituir las funciones f
y F. Sean cuales sean se cumple

| 6F R (1~ F)dr = [ (67(x)F(x) — £ (x)F(x)dx

=3F(x) —2F(x) =1-0=1.
1 Los problemas de célculo de distribuciones derivadas de otras se
pueden resolver buscando la funcién de densidad o la funcién de dis-
tribucién. En este caso hemos seguido el primer camino, pero tam-
bién podemos llegar a la funcién de distribucién directamente. La
probabilidad Fy, (x) de que la mediana m sea menor o igual que un
valor x es la de que dos de las medidas sean menores o iguales que x.
Existen cuatro posibilidades mutuamente excluyentes: 1) {1, ¢, < x,
l3 > x; las otras dos combinaciones, y 1V) £1, {5, £3 < x. Sumando las
probabilidades de cada caso se obtiene

Fm(x) = 3F%(x) (1 — F(x)) + F?(x) = 3F%(x) — 2F°(x).

1 Los dos caminos se pueden generalizar facilmente a un niimero
N = 2n + 1 impar de medidas.

frn (x) = f(x)F"(x) (1 - F(x))",
N
Frg(¥) = > (12) Fr(x)(1 - F(x))Nk.

k=n+1

(3.2.4)
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Simulacién con funcion de densidad asimétrica

1 Volviendo al caso que nos ocupa, la esperanza de m es

Efm] — /o; x6£(x)F(x) (1 - F(x))dx.

Esta integral ya no la podemos calcular de manera genérica para cual-
quier f. Sustituyendo la funcién de este ejercicio resulta un polino-
mio, cuya integrancién es inmediata:

1
E[m] = / 1 24(2x* — 7x° +9x® — 5x10  x12)dx = % ~ 0,537,

valor que estd entre la mediana y la media de la distribucién original,
como es légico.

m) f1(£) =4(£+0,5—1) —4(£+0,5—1)>.
n) g(1)  f1(0,15) £1(0,15) f1(0,5) =
1(12 — 31 4-2) (412 — 5,61 +1,95) (41 — 61 — 1,75) (41> — 5,21 — 2,31).

Flg 3.2.4: Funcién g0,15, 0,25,0,5 (l)

7i) Para obtener intervalos de una cierta probabilidad primero tene-
mos que calcular la constante que falta en la funcién proporcional a g
para que sea igual a g. Evaluando la integral se obtiene el valor 0,9508,
por lo que la constante que falta es 0,95081 = 1,052. Asi,

g =1,0521(12 =31 +2)---

Elintervalo centrado en 0,27 de probabilidad 95 % es la solucién a

0,27+h
/ 2(1)dl = 0,95.
0,27—h

14



Simulacién con funcion de densidad asimétrica

Llegados a este punto resulta conveniente disponer de una herra-
mienta de cdlculo simbdlico, ya que si bien el desarrollo del producto
de la funcién g no entrafia ninguna dificultad, es un proceso largo y
propenso a la comisién de errores. Una vez desarrollada la funcién g
su integral es inmediata por tratarse de un polinomio. En el polino-
mio que resulta al integrar, la substitucién de (0,27 +h) y (0,27 — h)
y el posterior desarrollo requiere atin mas operaciones, y una herra-
mienta informética resulta imprescindible. El resultado que se obtie-
ne es el siguiente.

P(h) = —71,35h° — 19,59h” 4 70,83h° — 31,1h% 4 5,511 = 0,95

Esta ecuacion la podemos resolver de manera iterativa, linealizan-
do, como se explicé en el capitulo 1. Mirando la grafica podemos ob-
tener un valor inicial bastate preciso. Un valor & = 0,2 daria lugar a
al intervalo [0,07,047], que parece que a la derecha deja demasiada
drea como para poder contener el 95 %. Parece mas adecuado tomar
0,23, que se corresponde con el intervalo [0,04,0,5]. Partiendo de un
valor tan cercano a la solucién la convergencia serd muy rapida. No
hay que perder nunca la nocién de lo que estamos calculando, y la
amplitud de un intervalo de confianza no es algo que requiera mu-
chas cifras significativas. Para hy = 0,23, en una iteracién obtenemos
los siguientes valores:

0,015
1,55

y P(h1) = 0,949, por lo que podemos dar por terminado el proceso.

P(hy) = 0,935, P'(hg) =155, Ah= =00, hi =024,

o,p) Primero debemos obtener la funcién fi(¢). El razonamiento, lite-
ral y grafico, se muestran en [p. 29].

/) — 05 05, -3 7 <ol
fl()—LfO,S(L)—iw , 0</{<2L

Sih(l) o 1sellegaa

(4,817 —0,027) (81> — 0,125) (161> — 1)
g(1) o " ,

mientras que si h(1) o< 1/1,

(4,81 —0,027) (81> — 0,125) (161> — 1)
HOE 15 :
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Diferencia entre los valores mdximo y minimo observados

Al cumplirse 0 < ¢ < 21, dada una observacién ¢ el valor real
ha de cumplir £/2 < 1 < oo; es decir, 1 > £/2, y esta condicién ha
de cumplirse para todos los valores observados. En nuestro caso esto
significa 1 > 0,25. Las gréficas son las siguientes:

q) El proceso para la obtencién de los intervalos de confianza es el
mismo que en el caso anterior. Los resultados son

0,25,0,50] y [0,250,0,395].

Tratdndose de una variable de tipo escala, la manera de que el
valor ajustado esté centrado en el intervalo es situdndolo en la media
geométrica. Esto nos da las siguientes soluciones para p = 90 %:

1=0,354 %/ 14, 1=0,314 %/ 1,26.

3. Diferencia entre los valores maximo y
minimo observados

Sea una magnitud cuya observacioén sigue la distribucion f(¢) =
1 ,—02)2 _ _
Vo , para un valor verdadero 1 = 0. Para generar valores alea

torios siguiendo esta distribucién por el método de F~! debemos te-
ner la posibilidad de calcular F~!. La distribucién es la normal de
media 0 y desviacién tipica 1, y su funcién F~! suele existir en las
aplicaciones de célculo estadistico.

a) Generar entre 200 y 1000 veces un conjunto de cuatro observa-
ciones, tomar para cada conjunto la diferencia entre los valores
extremos y representarlo.

16



Diferencia entre los valores mdximo y minimo observados

b) Supongamos que hemos medido varias magnitudes de valor
desconocido pero que sabemos (o suponemos) que siguen distri-
buciones normales de igual desviacién tipica, desconocida. Para
cada magnitud realizamos cuatro medidas y queremos estimar
de manera répida la desviacion tipica en base a la diferencia en-
tre los valores extremos de las medidas de cada magnitud. ;C6-
mo debemos proceder?

a)

b) La media de los valores en esta simulacion es 2,00. El lector en su
simulaciéon obtendra l6gicamente un valor ligeramente distinto. Si la
distribuciéon normal de partida tuviese desviacién tipica ¢ la media
serfa entonces 2,000. Por lo tanto podemos obtener ¢ a partir de las
difierencias entre los valores extremos dividiendo por dos la media
de dichas diferencias. [J

17



4

1. Distribucion de los errores de nivelacion

Es habitual en nivelaciones en las que sélo se anota hasta el mili-
metro que el mayor error en cada observacién sea el debido al redon-
deo al milimetro. Suponiendo que siempre se redondee al valor més
proéximo,

a) ¢qué distribucion sigue ese error?

b) En un tramo de n niveladas (cada nivelada consta de dos ob-
servaciones), aproximar la distribucién del error total por una
distribucién normal.

c) (Cudl es, aproximadamente, la probabilidad de que una linea
cerrada de nivelacién de 12 niveladas cierre con un error de 0
o1l mm?

1 d) Contrastar el valor calculado con el obtenido mediante un con-
junto grande de simulaciones.
e) (Que pasa en el anterior razonamiento sis € (Z+0,5)?

a) Si el valor real esté justo por encima de un medio milimetro se
redondeara al valor por exceso, y el error es 0,5. Si el valor es algo
mayor el error por redondeo disminuye, llegando a ser cero en el caso
de que el valor real sea exactamente un ndmero entero de milimetros.
Si es todavia mayor, se redondeara por defecto y el error es negativo.
Segtin se aproxima el valor real a una cantidad exacta de milimetros
maéas medio milimetro, el error tiende a —0,5. La situacién del valor
real respecto a las divisiones de milimetro es aleatoria, y en resumen
la distribucién del error de redondeo es uniforme entre —0,5y 0,5.

b) La desviacion tipica de una distribucién uniforme de base 1 es
1/4/12. La suma de variables iguales tiende muy répido a la nor-
mal (cf. [Cap. 6]). Por otra parte, la suma de 2n observaciones in-
dependientes de desviacion tipica ¢ tiene desviacién tipica V2no.
Por lo tanto el error en n niveladas se apoxima a una distribucién

N(0,v/n/6).

18



Distribucion de los errores de nivelacion

¢) La distribucién del error de una linea de 12 niveladas serd aproxi-
madamente N(0, v/2). Sin embargo una linea cerrada no es una linea
cualquiera. El desnivel total sabemos que es cero, y error sera exac-
tamente un ntiimero entero de milimetros. Si el ntimero de niveladas
fuese muy grande el hecho de que el conjunto de posibles valores
sea discreto no afectaria mucho a la probabilidad de un conjunto. Por
ejemplo, para un nimero muy alto de niveladas, la probabilidad de
que el error de cierre ¢ esté en el conjunto [—10,10] vendra dada de
manera bastante precisa por la distribucién normal. Pero en el caso
de 12 niveladas, en el que la desviacién tipica para una linea no ce-
rrada seria s6lo v/2 ~ 1,4, el hecho de que los posibles valores sean
numeros enteros altera significativamente la distribucién. Asi que no
queda mds remedio, si queremos calcular la probabilidad mediante
la distribucién normal, que asumir que el valor obtenido puede tener
un error importante (aunque en el apartado siguiente veremos que el
error cometido es en realidad pequefio).

La probablidad aproximada mediante la distribucién normal la
obtendremos como la contenida en un intervalo [—y, |, en donde y
puede ser cualquier valor contenido en [1,2), ya que todos ellos con-
tienen exactamente los niimero enteros —1, 0 y 1. Parece lo més 16gico
(dirfamos que por instinto) tomar el valor medio; es decir,

P (x~N(0,v2) € [-15,15]),

que es igual a

P(x ~N(0,1) € [~1,06, 1,06}) =0,71.
0

El error de este valor, aunque sea importante, no lo serd tanto como pa-
ra que el valor real sea una probabilidad pequefia. Esto pone de manifiesto
que la tan habitual «casualidad» de cerrar una nivelacién con uno o ningtn
milimetro de error no es en realidad una casualidad.

1 d) La dificultad de este apartado radica en realizar correctamente la
simulacién. No podemos generar 24 errores aleatorios siguiendo una
distribuciéon uniforme, ya que los valores han de estar sujetos a la
condicién de que su suma sea un ntimero entero. Si que podemos
generar 23, ya que hasta esa observacion inclusive todos los errores
son independendientes. La suma de esos 23 errores serd un valor s.
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T La constante de la distribuciéon normal

Resulta facil ver que el valor de s determina el error en la observacion
final, €24, ya que este valor cumple simultdneamente —0,5 < &y <
0,5y s+ ex4 € Z. Si el lector no lo ve, que dé posibles valores a s: la
conclusion es inmediata. Lo que interesa ahora es el error de cierre, asi
que una vez obtenido s, el error de cierre es el entero mds préximo a s.
1 Si se realiza la simulacién se comprueba que la probabilidad de
—1 < ¢, < 1es0,725. La aproximacién mediante la normal no era
entonces mala.

e) Esta (im)posiblidad tiene probabilidad cero, por lo que no afecta
en nada. U

2. La constante de la distribucion normal

La distribucién normal viene dada por N(0,1) o e~*/2, La inte-
gral de esta exponenecial no es expresable en términos de funciones
elementales. S que se puede sin embargo calcular el valor exacto de
la integral entre —co e co. En este ejercicio se propone al lector una
manera de obtener dicha integral.

a) Obtener la expresion de la funcién x3, en donde la constante
permanecerd como incognita.

b) Obtener la expresion de x3.

¢) x5 es facilmente integrable. Integrar la funcién y con ello obtener
la constante.

a) Escribimos N(0,1) = ke=**/2, en donde k es la constante que tene-
mos que obtener. La funcién x3 no es mds que la distribucién normal
con el cambio de variable x? — x. Para evitar confusién emplearemos
la variable t en la normal.

Conviene introducir una notacién que ahorrara tener que hacer
referencias constantes a «cuando A — 0 el error en la igualdad es
despreciable respecto a la magnitud de los igualados»: f(x) =< g(x)
querra decir lim, o f/g = 1.

Para un valor cualquiera x sea I, o un intervalo de longitud A que
contiene a x. Se cumple

P(z ~ X € La) =< Ax3(x).

“Para este fin suele emplearse el signo ~, que nosotros ya empleamos para indicar
«sigue la distribucién». El simbolo = tiene normalmente otro significado distinto.
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T La constante de la distribucion normal

Podemos expresar esta probabilidad en relacién a la distribucién nor-
mal original. Sea t = ++/x,
P(z~xi €La) =P(z~N(0,1) € I;5) +P(z ~N(0,1) € I_;4)
=2P(z ~ N(0,1) € L;;);
asuvez
P(Z ~N(0,1) € It,zS) = 5N(0/1)(t),
y por lo tanto
Axi(x) = 26N gq)(t).
La relacién entre A y J viene dada por

A
0= ——,
2\/x

y finalmente

2 1
Xxi(x) = mN(o,l)(f) = k\/—ze 2,

0

Antes de continuar podemos formular de manera general la relacién en-
tre las funciones de densidad de dos variables relacionadas, que acabamos de
obtener aplicdndolo al caso particular x = 2. Sea f la funcién de densidad
de t, conocida, x = h(t) (de donde t = h~1(x)), y ¢ la funcién de densidad
de x.

g(x) = Wf(h’l(x)). 4.2.1)

b) La funcién x5 viene definida por
P(z ~ x3 €L a) = AX3(x).
Si tanto z; como z; siguen una X3, se cumple por definicién
P(z~x3 €Lpa) =P(z1 +22 € L1 0).
El valor de esta dltima cuando A — 0O es

X
/0 x%(zl)x%(x —2z1)Adz;.
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T La constante de la distribucion normal

El integrando es

R S S NN R !

z1(x — z1) \/Zl(xle)'

Asipues

X
1
Ax3(x xAkze_"/z/ —dz;.
X2 (x) 0 %zl(xle) 1

Para calcular la integral en primer lugar expresamos el producto
z1(x — z1) de manera simétrica repecto al centro del intervalo [0, x]:

21(x —2z1) = (3 —d) (3 +4),
y la integral queda
2 1
/ ——dd.
—1/(x/2)% —d?
En esta integral hacemos el habitual cambio de variable d = 5 sina,

de donde dd = (x/2) cosa da. Los limites de integraciéon son —7t/2
y 71/2, y la integral queda

z x
2 ECOSOC
= da = 7.
_ ECOSDC
2

Hemos llegado a x3(x) = k*mre™*/2.

¢) La integral de esta funcién es inmediata:
R o
/ X% = {—anze_’(/z}o = 27tk2.
0

Esta integral es igual a 1 por ser la de una funcién de densidad, y
finalmente el valor de k es
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t Las funciones x2
. 2
1 3. Las funciones )

a) Obtener x7 a partir de x5 en modo andlogo a como se obtuvo x3
a partir de x? en el gjercicio anterior.

b) Generalizar el proceso a la obtencién de x3, a partir de x3,_,, y
obtener una férmula explicita para x3,,.

¢) Obtener x3 a partir de x3 y generalizarlo para obtener un férmu-
la para x3, 41

a)
X X _z
G0 = [ BB -2 = [ he e T
/ lo=%/2 4y — X o=x/2,
0 4
b)
/ x5 ( X4 x—z)dz —/ Ze"ie T dz
0
/0 8 “Tga2t
y en general, si in = 2/{”:11)1 2,
) X ) 5 X Zn72 7x/2
B0 = [B- g e = [ i e
_ -1 eix/2’
21(n—1)!
o lo que es lo mismo,
2 _ x%_ —x/2
Xq(x) = YT @_1) e , n par.

¢) Para n impar comenzaremos calculando x3:

X
X—z 1 Z
X —2z)x dz—/ Lo e 2dz
/X2 ) 0 2 \V2mz
1, 1 —x/2
dz = —+/xe ¥/~
/0 2V 2nz \/Zn\/—
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t Las funciones x2

Sucesivas intergraciones de +/z, junto con el factor % procedente
de x3, dardn lugar a la constante

1 2.2...2 1 1
212 /13- (2n—1)  gnth (n— 1)U

Por lo tanto

N|—=

n—

x _
X%nﬂ(x) = m e /2,
o lo que es lo mismo
2y xi! —x/2 :
Xn(x) = me , nimpar.

Esta espresion es la misma que la de n par. [
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5

1. Estimacién con funcidon asimétrica

Este ejercico es continuacién de 3.2. Suponemos los mismos tres
valores observados que entonces: 0,15, 0,25 y 0,5. Empezaremos estu-
diando el caso en el que la funcién de densidad de las observaciones
se desplaza con el valor real. Los resultados de aquel ejercicio que son
necesarios para este son los siguientes:

g(1) o 1(12 — 3L+ 2) (41> — 5,61 +1,95) (41> — 61 — 1,75) (41> — 5,21 — 2,31),
y la constante de proporcionalidad que falta es 1,052.

a) Obtener graficamente intervalos de confianza de longitud mini-
ma (aunque no se sepa su probabilidad).

b) Obtener con las herramientas de que se disponga el intervalo de
longitud minima para p = 95 %.

c) Obtener gréficamente la estimacién de méxima probabilidad.

d) Obtener la estimacién centrada y compararla con las dos ante-
riores.

Pasemos ahora al caso en el que la funcién fi(¢) se escala con el
valor real. Hay considerados a su vez dos subcasos: (1) 1y h(l) o
1/1. Las funciones g son respectivamente

(4,817 — 0,027) (81> — 0,125) (161> — 1)

8(1) e , (5.1.1)
4,812 —0,027)(812 — 0,125) (1612 — 1
y 8(l) ( N 5 1 ). (5.1.2)

Las constantes de proporcionalidad son 3,4-107° y 1,27-107°.

e) Describir cémo se obtendrian graficamente intervalos de con-
fianza de longitud minima.

f) Modificar las funciones ¢ de manera que los intervalos de con-
fianza se obtengan por interseccién de rectas horizontales, y ob-
tener algunos de ellos.
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Estimacién con funcién asimétrica

g) Calcular la estimacién centrada en ambos casos.
h) ¢Porqué si h o 1 los intervalos de confianza asi como la estima-
cién centrada resultan ser tan elevados?
1 i) ¢Como obtendriamos la estimacién de méaxima probabilidad?

j) Si fi(£) se desplaza con el valor real, demostrar que la media arit-
meética £ menos 0,03 es un estimador centrado en sentido directo,
mientras que si f1(¢) se escala entonces la estimacion centrada
directa es £/1,06.

a) Los intervalos de longitud minima vienen dados por cortes de la
grafica de g con rectas horizontales. A continuacién se muestran dos:

f T T T T T T
0 0,2 04 0,6

El enunciado dice que la funcién de densidad de los valores obser-
vados se desplaza con el valor real. Se trata entonces de una variable
sin un cero absoluto (al menos en la zona que se estudia) y cuyos
valores ajustados se dardn centrados en el intervalo. Obsérvese en la
gréafica que cuanta mayor probabilidad queramos para el intervalo
mayor es el valor ajustado que se dara.

b) El intervalo minimo del 95 % tiene por extremos dos valores x e y
que cumplen:

1Y ¢(1)dl = G(y) — G(x) = 0,95
g(x) =g()

Ambas ecuaciones son polinomios. Si se dispone de una herra-
mienta que permita resolver de manera aproximada un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas se obtienen inmediatamente los
valores x e y. Si sélo tenemos la posibilidad de resolver una ecuacion,
podemos asignar en la primera un valor a x y resolver y; sustituimos
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Estimacién con funcién asimétrica

en la de abajo y observamos hacia déonde hay que desplazar el interva-
lo; en base a ello asignamos un nuevo valor a x, repetimos el proceso
y asi hasta que alcancemos la precision deseada. De esta manera es co-
mo se obtuvo la siguiente solucién aproximada, exacta en todos los
decimales que se muestran:

x =0,0406, y=0,5198.
Por lo tanto darfamos el resultado de la siguiente forma:

1=028+024, p=95%
0

Este apartado pone de manifiesto un problema muy habitual en la esti-
macion: la teoria es sencilla y se puede plantear sin mucha dificultad qué es
lo que se de debe de hacer, pero se trata de un problema inverso, que requiere
la resolucién de sistemas de ecuaciones complicados. En este caso s6lo existe
una variable y tres medidas, pero en problemas mas amplios no es raro que
incluso una solucién numérica aproximada sea dificil de obtener.

¢) En la gréfica vemos que la solucién de maxima probabilidad es
1 =0,248.

d) La estimacion centrada es el valor de
0,65
/ xg(x)dx = 0,277.
0

e) Para una variable de tipo escala los intervalos de confianza de lon-
gitud minima son aquellos cuyos extremos x; y x, cumplen x1g(x1) =
x28(x2) (cf. [p. 43]). Esto lo podemos escribir como g(x1) = k/x1y
g(x2) = k/xy, para cualquier constante k. Esto significa que los ex-
tremos de los intervalos son las intersecciones de la funcién g con
curvas k/ x.

f) Las curvas cuya interseccién con la grafica de la funcién g marcan
los extremos de los intervalos minimos son k/x, de modo que si mul-
tiplicamos todo por x las curvas pasan a ser k (horizontales) y g(x)
pasa a xg(x). Asi pues, los intervalos de longitud minima vienen da-
dos por la interseccién de la funcién ¢ = xg con rectas horizontales.
En la pagina siguiente se muestran algunos.
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Estimacién con funcién asimétrica

xg, hol/h
/ xg, hol
3 e
[ T T T T T 1
0,1 0,3 0,5 0,7

Fig. 5.1.1: Intervalos minimos para una variable de tipo escala

L : 1 .
9 La estimacion centrada es como siempre f0’25 xg(x) dx. Se obtie-
nen los siguientes valores:

1=0368 h«l, 1=0321, h«l/h

h) Para una variable de tipo escala no saber nada significa h « 1/1.
Por ello, si tomamos / o« 1 estamos aumentanto enormemente la pro-
babilidad de existencia de valores mayores. No saber nada supone,
por ejemplo, que la probablidad contenida por / en [1,2] ha de ser la
misma que en [1000,2000], mientras que con h o 1 la probabilidad
entre 1 y 2 es la misma que en el pequefio intervalo [1000,1001], y la
total en [1000,2000] es mil veces mayor que en [1,2]. Por ello, al con-
siderar mds verosimiles valores mayores que menores, se obtiene en
la estimacion intervalos centrados en valores elevados, e igual ocurre
con la estimacién centrada.

T 1) Que un punto x tenga mayor densidad de probabilidad que otro

y significa que, para A suficientemente pequefio, P(z € I, ) > P(z €
I,,a). Ahora bien, la longitud A de un intervalo debemos medirla con
la métrica relativa a una variable de tipo escala; es decir, para un inter-
valo [a,b] no serd b — a sino b/a. Por ello el punto de médxima proba-
bilidad no es el que cumple que g(x) es max., sino el que cumple que
xg(x) es maximo. Por lo tanto la estimacién de méxima probabilidad
es el maximo de ¢.
1 En la funcién g, los puntos con mayor probabilidad segin la mé-
trica de un factor de escala son los que estdn mds altos en relacion a
las curvas k/x, que son las que representan una densidad de proba-
bilidad constante (por ello son las que dan los intervalos minimos), y
el punto de maxima probabilidad es aquél en el que la gréfica de g es
tangente iferiormente a una de esas curvas.
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Estimacién con funcién asimétrica

#) La funcién fy 5, que es la que tomamos como referencia, tiene por
esperanza (media) E[¢] = 0,53. Si la distribucién se desplaza con 1,
para cualquier 1 se cumple E[¢(] —1 = 0,03, y el estimador ¢ — 0,03
tiene por esperanza E[] — 0,03 = E[¢] — 0,03 = 1y es centrado.

Si por el contrario la funcién fi se escala, la relacién que satisfacen
todas las funciones es E[¢] /1 = 0,53/0,5 = 1,06, y el estimador /1,06
es centrado. [
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1. Triangulo, I

En un tridngulo se miden los tres lados y las
A tres alturas, obteniendo los siguientes valores:

P ¢ a=693, b=661, c=457,
AME\A ha =415, hy =425, hc=640.
C m a n B

Hallar la solucién minimo cuadratica.

O Por tratarse de un tridngulo el problema queda determinado con
tres longitudes. Si tomamos como pardmetros los tres lados la expre-
sién de las alturas serd un tanto complicada. Es méas sencillo tomar
una altura /i, y los segmentos en que esta altura divide a la base
opuesta a: my n.

Una vez escogidos los pardmetros tenemos que expresar las mag-
nitudes observadas en funcién de ellos. Lo escribimos en términos de
los valores ajustados:

ha=hs, a=m+n, b= /kZ+m?, c=/hZ+n2

Las expresiones para h;, y h. las obtenemos a partir de las relaciones
ah,; = bhy = chg:

B (m+n)h, B (m+n)h,
hzil ey =——————
VhZ+m? ‘ Vh2+n?

Las primeras relaciones linealizadas son las siguientes:

hqa = hgo + Ahg, a=(m+n)y+Am+ An,

b~ (\/h§+m2)0+ (2711“> Ahg + (27’”> Am
0

2y/h3+m? ), 2\/h% + m?
h m

~ 2 2 a

~ (\/haer )0+(b)0Aha+(a)0Am,
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7 Estimacién minimo cuadrdtica

= (v ), () st (2, am

La derivada de I, respecto de cada uno de los parametros de que
depende es:

ohy _ ha (m+n)hym E _mhy

e () b

My he g

o \/h2 +m?2 b’

a]’lb - @ . ah2 g . hahh

oha ( b 2
NERT )

Entonces la ecuacion linealizada de hy, es

hy ~ (At mha + (ﬁ — m_lz%) Am
/h% + m2 0 b b 0
ha a huhb
# () e (- ), ane
y andlogamente para hc.

Las ecuaciones de residuo quedan planteadas como sigue:

Vn, :ha _haO —Aha,
vg =a—ag— (Am+ An),

v~ b — by — {(ﬁ) Ahg + (%)OAm},
Uc%C—Co—{<C) Ahg + E) An},

hah he  mh h
v, Ay — By — {< b> Ahg + <? - %)()Am + (f)OAn},

GI& cﬂa

’Uhc ~ hc — th —
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7 Estimacién minimo cuadrdtica

Podemos tomar h,g = 4,15 obtener gréfica-
mente my = 5,18 y ng = 1,75. A partir de estos
‘k valores se obtienen los derivados: ap = 6,93,

b c
/h\A bo = 6,64, co = 4,50, hy = 4,33 y he = 6,39.
Una vez sustituidos en las ecuaciones queda:

vy, = 0 — Ahg,
v, =0— (Am + An),
vy &~ —0,03 — (0,63Ah, +0,75Am),
ve &~ —0,07 — (0,92 Ah, + 0,25An),
vp, ~ —0,08 — (0,64Ah, +0,12Am +0,63An),
(

b

v, ~ 0,01 —(0,23Ah,; +0,92Am +0,37An).

C

En forma matricial,

p, 0 1 0 0
Vg 0 o 1 1
v | _|-003| 063 075 0 22;’
v | T o007 092 0 025[{ ™
p, —0,08 0,64 0,12 0,63
U, 0,01 023 092 037

Tras operar se obtienen las siguientes matrices:

2,698 0,755 0,716 0423 —0,043 —0,152
N=|(0755 2421 1414|, N '=[-0043 0862 —0,746 |,
0,716 1414 1,592 —0,152 —0,746 1,359
—0,0056 0,003
AL = -00167|, Xpa=~ | 0008].
—0,0298 —0,027

Con ello los valores ajustados de todas las magnitudes que intervie-
nen son:

hs = 4,15, m = 5,19, n=172, a=691,
b= 6,65, c=4,50, hy, = 4,32, he = 6,38;
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Nivelacion geométrica, 1

y los residuos:

v, = 0,00, va = —0,02, vp = 0,04,

a

ve = —0,07, v, = 0,07, v, = —0,02.

b

2. Nivelacién geométrica, I

G La figura muestra una red de nivelacién
D I geométrica. Los desniveles medidos son los
H  siguientes, en metros:

78 = 9,763, 7§ = 13,016, ZK = 11,064,
A Z§ = 3,250, ZB =3,180, Z§=0,072,

75 =2360, ZE=-1948, ZE=1399, ZE=3347,
zZH=3371, ZzH=o0021, Zz§=0891, ZL=-0,120,
Zi; = 0,751.

Obtener la solucién minimo cuadrética.

O Se puede plantear el problema tomando desniveles como pardme-
tros o bien tomando las alturas de los puntos. Es méas sencillo esto
altimo. Es necesario fijar arbitrariamente la cota de algtn punto. Un
analisis somero de los datos basta para reconocer que el punto A es
el mas bajo. Le daremos cota 100.

El probema ya es lineal, por lo que no es necesario tomar valores
aproximados. El hacerlo tiene la ventaja de que son suficentes pocos
decimales en la matriz A. Si no tomamos valores aproximados los
coeficientes de la matriz A multiplicardn a cantidades Z absolutas.
Para mantener tres decimales en la precisién del resultado es nece-
sario tomar en la matriz A més de 5 cifras decimales, es decir, 6, y
serfan 7 si las cotas sobrepasasen los mil metros. Con valores aproxi-
mados son suficientes dos cifras significativas, como es habitual. Pero
en este problema los coeficientes de la matriz A distrintos de 0 son ex-
clusivamente 1 y —1, por lo que la discusién acerca del nimero de
cifras decimales es ociosa. Ahora bien, no lo serd en cuanto aplique-
mos pesos, que serd normalmente como se obtenga la soluciéon mini-
mo cuadrética correcta. Asi pues, tomaremos valores aproximados.
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Nivelacion geométrica, I

A partir de A y tomando algunos de los desniveles observados
obtenemos los siguientes valores aproximados:

Zpy = 109,763, Zcy = 113,016, Zpy = 112,943, Zgy = 111,064,
Zpy = 114,415, Zgo = 115,303, Zpg = 114435, Zjy = 115,186.

La ecuacion de residuo de un desnivel, por ejemplo de E a F, se
obtiene como sigue:

vz = ZE — 78, — (—AZg + AZg) = —0,004 — (—AZg + AZg).

Las demads ecuaciones son andlogas a esta, salvo aquellas en las que
interviene Z4, en las que el término —AZ4 se omite porque Za no es
un pardmetro sino el valor fijo 100.

El sistema de ecuaciones escrito en forma matricial es el que se
muestra a continuacién. Para que se vean mejor los elementos distin-
tos de cero en la matriz A, se han sustituido los 0 por -.

Zg Zc Zp Zg Zy Zg Zy 7
L A

’Uzg 0 1

’UZ% 0 . 1

vzr 0 . . . 1

vze —0,003 -1 1

Vzb 0 -1 1 AZg

ng —0,001 . 1 -1 . . . . . AZc

vyc 0 . R . . 1 . . AZp

""ZE — 0,004 | — -1 . 1 . . . . AZg
C AZg

vZE 0 . -1 . . 1 . . . AZG

vZE —0,004 . . . -1 1 . . . AZH

vZE‘ 0 . . . —1 . . 1 . AZI

vz 0,001 e

vzg 0,003 e

vZIG —0,003 . . . . . -1 . 1

UZ%_I 0 . . . . . . -1 1
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Circunferencia

La matriz N es

3 -1 -1
b G 1 |[-1 5 -1 -1
e e U R
5 -1 - 4 -1 -
1 - -1 4 -1 1
A E -1 -1 3 -1
-1 -1 3 -1
-1 -1 2

El resultado para los incrementos es

AZy =0001, AZc=-0,002, AZp=0, AZg=0001,
AZp = —0,002, AZg=0001, AZy=0, AZ = —0,001,

con lo que los valores ajustados son

Zx = 100, Zg = 109,764, Zc = 113,014,
Zp = 112,943, Zg = 111,065,
Zp = 114413, Zc = 115,304,
Zi = 114,435, Z; = 115,185. 0

3. Circunferencia

Se midieron las coordenadas de un conjun-
to de puntos sobre una circunferencia que po-
demos considerar perfecta. Suponemos que la
medida de cada coordenada sigue una distribu-
cién normal y es independiente de la otra corde-
nada y de las medidas de los otros puntos. Los
valores medidos son los siguientes:

|1 2 3 4 5 6 7 8
x| 44572 3,5888 2,0848 0,8227 05434 14105 2,9151 4,1782
y| 255157 3,7771 4,0568 3,1872 1,6839 04244 0,1423 1,0115

a) ;Qué significa que podemos considerar la circunferencia como
perfecta?
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Circunferencia

b) Determinar una circunferencia ajustada.

a) Que podamos considerar la circunferencia
como perfecta significa que su definicién es me-
jor que la precisién de las medidas, y suficien-
temente mejor como para que su imperfecciéon
pueda ignorarse.

b) La circunferencia queda definida por las co-
ordenadas de su centro, x. e y., y su radio, r. Pero estos parametros
no alcanzan a expresar el conjunto de magnitudes observadas. Para
poder definir las coordenadas de un punto observado es necesario
afadir un pardmetro que defina su posicién sobre la circunferencia:
un angulo 6 a partir de una direccién fija, que tomaremos como el
sentido positivo del eje x. Asi,

X; = xc + rcosb;, Yi = Yc +rsinb;.

Los valores aproximados se pueden obtener como siempre a par-
tir de un croquis. De manera analitica se pueden obtener hallando
la circunferencia que pasa por tres de los puntos medidos, teniendo
cuidado de no tomar dos puntos muy juntos, situacién que en este
problema no se da. A continuacién se muestran unos valores.

Xco = 12,5, Yoo = 2,1, ro = 2,0.

0, =12° 0, =57° 03 =102° 6, =147,
05 =192°, 0y =237°, 0, =282° Og = 327"

Para estos ntimeros, los valores aproximados de las coordenadas
de los puntos y los términos L son los siguentes:

Punto X X0 Ly y Yo Ly

1 14,4572 14,4563 0,0009 2,5157 2,5158 —0,0002
13,5888 13,5893 —0,0005 3,7771 3,7773 —0,0002
12,0848 12,0842 0,0006 4,0568 4,0563 0,0005
10,8227 10,8227 0,0001  3,1872 3,1893 —0,0020
10,5434 10,5437 —0,0003 11,6839 1,6842 —0,0003
11,4105 11,4107 —-0,0002 04244 0,4227 0,0018
12,9151 129158 —0,0007 0,1423 0,1437 —0,0014
14,1782 14,1773 0,0009 1,0115 1,0107 0,0008

IO U WD
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Circunferencia

Las derivadas de x; e y; respecto de los pardmetros son:

9x; _ 9yi

ox. 9y

ox;  xj— Xc
o r

i _ Yi—Xc
o r

Se obtiene la siguiente
Xe Ye r
! !
x| — . 0,98
yvi— |- 1 021
X — |1 - 0,54
vw— |- 1 084
3 — |1 - —021
y3 — | - 1 098
xg — |1 - —-084
yg — | - 1 054
x5 — |1 —0,98
ys — | - 1 —021
X6 — |1 - —054
ve — | - 1 —084
xy — |1 - 0,21
yy— | - 1 —-098
xg — (1 - 0,84
ys — 1 —0,54

Los incrementos son

:1/

9%i _ i

dy. ox. 0,
% _ Yi—Ye
! 891‘ o r !
% _ Xi— Xe
! 891‘ - r '
matriz A:
61—03
!
—0,21
0,98
- —0,84
0,54
- —0,98
- =021
. - =054
- —0,84
0,21
- —0,98
0,84
- =054
0,98
0,21
0,54
0,84

Az, =0,0006, Ay.= —0,0002, Ar =0,00002;
A8y = —0,0001, A8, =0,0008, Af; = —0,0002, Ads = 0,0019,
Afs = —0,0001, Afs = —0,0017, A8; = —0,0015, Afg = 0,0009.

Los incrementos a los dngulos estdn en radianes. La circunferencia

ajustada es entonces:

z, = 12,5006,

ye =2,0998, 7 =2,00002. 0
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8

1. Cuadrilatero, distancias

En el cuadrilatero de la figura se midie-
ron los cuatro lados y las diagonales, obte-
niendo los siguientes valores, en metros:

a=15627, b=19,072, c=28584,
d=17737, e=19460, f =20951.

a) Resolver la figura empleando los para-
metros k = AG, ] = GC, p = BG, g =
GDy 71.

b) Plantear la resolucion si en el conjunto anterior de parametros
substituimos y; por # = cos ;.

c) Resolver la figura empleando como pardmetros coordenadas.

a) En primer lugar, unos valores aproximados:
ko =13,05, ly=64, po=97 qo=1125 119 =956.

Las expresiones de las magnitudes observadas en funcién de los
pardmetros son las siguientes:

:( 2kpcos'yl)1/2, e=k+1,
Z(p +12+2plcos’71) , f=pr+qg.
:(12+q —Zchos'yl) ,

z(q + k? + 2gk cos 'y]) i
Las derivadas son

da _k—pcosyy da _ p—kcosyy  da _ kpsinyg

ok a " ap a "9y a
ob _ p+lcosm ob _I+pcosm ob _ plsiny
ap b ool b "9y b
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Cuadrildtero, distancias

Las derivadas de c y d son las mismas cambiando k, py I por [, gy k
respectivamente.
Los valores aproximados y los términos L son

Obs.  Apr. L
15,627 15,713 —0,086
12,072 11,984 0,088
12,584 12,553 0,031
17,737 17,809 —0,072
19,460 19,450 0,010
f120951 20950 0,001

Q _AWLO T

y el sistema de ecuaciones de residuo linealizado,

v, &~ —0,086 — (0,79 Ak + 0,56 Ap + 8,0 A1)
vy ~ —0,088 — (0,85Ap + 0,59 Al — 5,2 A7)
ve &~ —0,031 — (0,45Al + 0,86 Aq + 5,7A71)

vy ~ —0,072 — (0,68 Aq + 0,78 Ak — 8,2 Ay;)
ve = 0,010 — (Ak + Al)

vp = 0,001 — (Ap + Aq)

La matriz A es
k p ! q Y1
! ! ! ! !

a— (079 056 - . 8,0
b — - 08 059 - 52
c — : 045 086 57
d — 078 - - 068 —82
e — 1 : 1 . .
f— . 1 . 1

y lamatriz N1,

0,649 —0,001 —0,398 —0,086 —1,13-1072
—0,001 0,665 —0,146 —0,276 —1,80-1073
—0,398 —0,146 0,951 —0,004  2,38-107°
—0,086 —0,276 —0,004 0600  2,29-1073

-1,13-10~% —-1,80-1073 2,38-10~3 2,29-10~3 523-103
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Cuadrildtero, distancias

Finalmente el vector de incrementos y
los valores ajustados son

Az z (m, rad)
—0,102 12,948
D 0,013 9,713
l 0,112 6,512
g| —0,011 11,239
71| —0,0018 11,4999 (= 95%49)

y los residuos resultantes,

v, = 0,000, v, = 0,000, v, = 0,000,
vz = 0,000, v, = 0,001, vy = 0,001.
0

A la vista de los residuos parece que la precisién es mayor que un mili-
metro y que habria que dar los valores con mds decimales. Sin embargo lo
bajo de los residuos se debe a que s6lo hay una redundancia. De hecho, en
este ejercicio la precisiéon de las medidas no es mejor de 0,05 m.

Si fuesen necesarias més iteraciones podriamos seguir empleando la mis-
ma matriz N~!. Entonces solamente hay que volver a calcular los valores
ajustados, el vector Ly el vector ATL.

b) Si en lugar de 7 empleamos u = cosy; las ecuaciones de las
magnitudes observadas en funcién de los parametros son
a=(k*+ p* — 2kp u)l/z, etc.,
y las derivadas de los valores ajustados en funcién de u,

da k
— = f—p, etc.

ou a

En las demds derivadas simplemente substituimos cos vy por u.

c¢) Para emplear coordenadas como pardmetros podemos hacer
(xa,ya) = (0,0) e yp = 0. Los parametros son xp, X, ¥, XC € Yc.
Los siguientes son unos valores aproximados:

xpo = 17,75, xo =36, sy =353, xco=15,0, yc,=123.
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Cuadrildtero, distancias
Las magnitudes observadas en funcién de los parametros son:

0=\

b= \/(Xc —xp)*+ (yc —yB)?,

c=1/(xp —x¢)? +]/%,

d = xp,

_ f2 0
e=/x2+y&,
f=1/(xp—xp)%+x3.

Las derivadas son

oa XB da YB
v 0 s b

db XC — XB ab ab
e b oxg  oxc’
ob  yc—ys ob  ob
dyc b 7 dyg Iy’
etc.

La matriz A es

XB YB XC Yc XD

! ! ! ! !
a — 0,23 0,97 .
b — |-097 025 097 -0,25
c — . -0,22 098 022].
d — . 1,00 |’
e — . . 0,77 0,63 .
f — \—-068 073 . . 0,68

y la matriz N1,

1,58 0,21 092 -036 049
0,21 078 000 003 -0,20
092 000 1,20 -024 036
-036 003 -024 081 -0,24
049 -020 036 —-024 092

41



Cuadrildtero, distancias ponderadas

El vector de incrementos y los valores
ajustados son

B
Az z (m)
zg| —0,223 3,377
yg | —0,041 15,259
zc| 0,081 15,081
yc| 0,000 12,300
zp| —0,013 17,737
y los residuos resultantes,
v, = 0,001, v, = 0,000, v = 0,000,
vz = 0,000, v, = 0,001, vg = 0,002.

2. Cuadrilétero, distancias ponderadas

Ajustar el cuadrilatero del ejercicio anterior suponiendo que la
desviacién tipica de una distancia S es og = 0,002 + 0,0001 S.

O De acuerdo al enunciado las desviaciones tipicas de cada una de
las medidas son

oz = 0,0036,
o = 0,0038,

o, = 0,0032,
e = 0,0039,

o = 0,0033,
o = 0,0041.
Hay que dividir cada ecuacion, es decir, cada fila de la matriz A y

del vector L, por su correspondiente ¢. Se obtienen asi las matrices A’
/
y L%

XB YB XC Yc XD

ol ! !
a — 64 273 . —254
b — | =304 80 304 -—80 . 89,3
c — . —67 299 67 —6,0
d — . - 2657 —3,4
e — . . 197 161 . 15,7
f — \—166 180 - 166 27,1
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Cuadrildtero, dngulos

La matriz N~! es ahora

2,12 0,20 1,40 -0,37 0,65

0,20 1,03 —0,06 0,05 -0,26

107° 1,40 —0,06 1,70 —-0,19 0,51
-0,37 005 -0,19 093 -0,31

0,65 —0,26 051 -0,31 1,31

El vector de incrementos y los valores ajustados son

Az z (m)
zp| —0,223 3,377
yg | —0,041 15,259
zc| 0,081 15,081
yc| 0,000 12,300
zp| —0,014 17,736

y los residuos son iguales hasta tres decimales que sin aplicar pesos. [

La aplicacion de pesos apenas se aprecia. La razén estriba en que los re-
siduos son muy pequefios, debido a que solo hay una redundancia. Hay que
recordar que el efecto de aplicar pesos es favorecer la disminucién de unos
residuos en favor de otros, y si todos son muy pequefios hay muy poco mar-
gen de variacion. En ejercicios posteriores con mds redundancias y con ello
residuos mayores se apreciard mejor la influencia de los pesos.

3. Cuadrilatero, angulos

En el cuadrildtero de la figura se miden
los dngulos representados obteniendo los
siguientes valores:

B = 43°573, ay = 425569, B, = 615926,
ay = 365159, B3 = 59°317, a3 = 707003,
By = 34%510, ay = 51°948.

Ajustar la figura.
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Cuadrildtero, dngulos

Antes de nada conviene observar que
el enunciado ha cambiado el orden de los
dngulos f respecto al libro de teorfa. En las
ecuaciones de residuo, y con ello en las ma-
trices A, L y sus derivadas, resulta mas c6-
modo disponer las observaciones de ma-
nera que aquéllas con origen en un mis-
mo punto aparezcan contiguas. Siguiendo
la nomenclatura del capitulo 8 del libro de
teorfa, esto darfa lugar a un orden B4, a1, B1, a2, B2, &3, B3, @4, Un tan-
to extrafio. Al asociar los angulos cuyo vértice es comtn, resulta a
su vez mads claro nombrar los dngulos de cada vértice con un mismo
subindice, como se ha hecho en este ejercicio. La notacién del libro de
teorfa es adecuada si conjuntamente se van a considerar los dangulos 7y
centrales, o si se va a plantear la ecuacién de lado. No siendo esto asi,
lo més préctico es nombrar los &ngulos como en este ejercicio.

O Empezamos como siempre escogiendo un conjunto de pardme-
tros que definan el problema. Existiendo s6lo medidas angulares de-
bemos fijar la posicién de dos puntos. Haremos (xa,y5) = 0y fi-
jaremos también el punto D. Lo maés sencillo serfa tomar yp = 0
y xp = 1, pero para poder aprovechar los célculos de los ejercicios
anteriores haremos en lugar de esto ultimo xp = 17,75. Los valores
apoximados para los pardmetros los tomamos iguales que en los ejer-
cicios anteriores. Lo siguiente es el planteamiento de las relaciones
entre observaciones y pardmetros.

B1 = arctan y—C,

Xc
n1 = arctan Y8 _ arctan ]/_C,
XB Xc
X 17,75 — x
B2 = arctan B | arctan =B
YB YB
®p = arctan ¥ arctan Ys —¥c ,
17,75 — XB XC — XB
B3 = arctan ye + arctan Y — Ve ,
Xc Xc — XB
XC 17,75 — XC
a3 = arctan — + arctan ——,
Yc Yc
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Cuadrildtero, dngulos

Yc YB
B4 = arctan ——2=—— — arctan ——2——,
4 = arcta 775 x arcta 1775 — x5
YB
a4 = arctan ——2>——.
4 = arcta 1775 — x5

Estas expresiones no son las tinicas posibles. Si como es habitual en
un topoégrafo, la ecuacion de lectura y su linealizacién se conoce de
memoria, se puden obtener las ecuaciones de dngulo como la resta
de dos ecuaciones de lectura. Por ejemplo, la variacién que en B,
produce un pequeiio cambio en xp, es decir, dB,/0dxp, es igual a la
variacion que generaria en Lﬁ\ menos la variacién generada en LR;
o sea, df3y/dxp = 8L§ /oxg — E)LBD /dxp. Sea como fuere, se llega a las
siguientes ecuaciones:

B1 =~ B1y — (Z—g)OAmC + (%)OAyC,
(), 20+ (32) bun + (52 ) Boc = (55 B
B2 = Bog + (y_2 ]j/f—) Tg — (2—'23+17’7?72_XB)0MB,
< _ B > Az — (17’7?2_ B xcb_sz >0 Ays
+ (bezyC) Azc + (beisz) Ayc,
0 0
B3 =~ B3g + (yﬂbizyc)o Azp + (XC;,ZXB)O Ayp

Yc [ YB—YcC Xc XC—XB
(i) e 225 o

~ Yc | yc 17,75 —xc  xc
CX3~D¢30+<C—2+€ >A +<T—e—2 OAyc,

o () (725) o

yc 17,75 — x¢c
+ (cz )0 Azc + (762 OAyC,

Q] = N1 —

oy = apo +
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Cuadrildtero, dngulos

17,75 — x
oy = oo+ (y—];> Azpg + (7213) Ayg.
2o f 0

Como es muy facil equivocarse en al-
gun signo conviene comprobar en el grafi-
€O que una variaciéon en determinada coor-
denada produce para cierto angulo una va-
riacién cuyo signo concuerda con el de la
ecuacién. Asi por ejemplo, en el dngulo B4
vemos que si z, aumenta entonces (34 disminuye.

A continuacién se muestran los valores aproximados de los an-
gulos y los elementos L, en radianes. Los elementos L deben darse
con el mismo ntmero de decimales que tienen las observaciones. Al
pasar de grados a radianes, para mantenter la precisién es necesario
aumentar en dos el ndmero de cifras decimales.

Obs. Apr. L (rad)
B1| 0,68444 0,68682 —0,00237
a1 | 0,66867 0,65289  0,01578
B2 0,97273 0,97746 —0,00473
ay | 0,56798 0,56710  0,00088
B3| 0,93175 094414 —0,01239
a3z | 1,09960 1,10394 —0,00433
Ba| 0,54208 052641  0,01567
ag | 0,81600 0,82443 —0,00843

La matriz A es
XB YB XC Yc

! ! ! 1

B — : . 0,033 0,040
a1 — | —0062 0015 0,033 —0,040
By — | 0,027 —0,047 : :

@ — | 0014 —0049 0022 0082]
Bs — | 0022 0082 —0054 —0,042|
a3 — : . —0,045 —0,057
By — | —0,035 —0,033 0077 0,017
ag — \ 0035 0,033 : :
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Cuadrildtero, dngulos y distancias ponderados

y la matriz N1,
254 2 139 -82
2 142 56 60 |.
139 56 183 51|’
—-82 60 51 129

El vector de incrementos y los valores ajustados son

| Az z (m)
zg| —0,221 3,379
yg | —0,027 15,273
zc| 0,088 15,088
yc| 0,009 12,309

y los residuos, ya en grados,

vp, = 0%009, vy, =0°001, wp, = —0%007, vy, = —0°007,
g, = —0°014, vy, =0°008, wp, =0%001, vy, = 0°016.
0
4. Cuadrilatero, angulos y distancias
ponderados

Tomando como medidas angulares y de distancia las de los ejerci-
cios anteriores, ajustar la figura suponiendo las sigiuentes varianzas:

Para las distancias, cg = 0,002 + 0,0001 S.
Para los dngulos, 0, = 0001 + 02/8S.

O Aplicando las expresiones anteriores resultan las siguientes va-
rianzas para cada observacion:

o, = 0,0036, oy = 0,0032, o, = 0,0033,
o, = 0,0038, . = 0,0039, oy = 0,0041;
og, = 0%006 = 0,00009, 02, = 0%006 = 0,00009,
0p, = 0004 = 0,00007, 0x, = 0007 = 0,00010,
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Cuadrildtero, dngulos y distancias ponderados

05, = 0°004 = 0,00007,
Ty = 0°004 = 0,00006,
05, = 0°007 = 0,00011,
T, = 09005 = 0,00008.

Los pardmetros serdn xg, Y5, XC, YC y XD-
De los ejercicios anteriores ya tenemos cal-
culada la matriz A y el vector L, salvo las
derivadas respecto de xp de las observaciones angulares, que son:

aﬁ == 0/035, % = *0/035/ % = 0/077’
axD axD axD

9%Bs _ ou, 9 035,

dxp dxp

Las que no se muestran son cero.

Tras dividir cada fila de la matriz A y del vector L por su corres-
pondiente ¢ resultan las matrices A’ y L. Si hemos tomado 0 = 1 los
residuos v’ tienen todos desviacion tipica 1, por lo que los elementos
del vector L’ se darén siempre con exactamente un decimal:

XB YB XC Yc XD

! ! ! ! !
a — 64 273 . . . —254
b — [ =304 80 304 —80 . 89,3
c — . . —67 299 67 —6,0
d — . . 265 —3,4
e — . . 196 161 . 15,7
f — | —166 180 . . 166 27,1
B — . . —372 454 . =270
wp — | —692 163 365 —445 . 176,3
Ba — 402 -710 . . 530 —71,2
ny — 133 —482 210 800 —343 8,6
Bs — 314 1195 —-790 —-614 . —180,5
a3 — . . —739 —944 1278 —-71,5
Bs — | =330 —305 725 162 —395 146,8
g — 462 428 . . —462 —110,7
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Cuadrildtero, dngulos y distancias ponderados

La nueva matriz N~! es

1,68 0,68 149 0,06 0,84
068 219 2,00 1,48 2,15
107°]149 200 305 0,9 235
0,06 148 096 1,80 1,74
084 215 235 1,74 2,89
El vector de incrementos y los valores ajustados son
| Az z (m) | Az z (m)
zg| —0,224 3,376 zc| 0,077 15,077
yg | —0,039 15,261 yc| 0,000 12,300
zp| —0,013 17,737
y los residuos v/,
v; =-04, v{, =0,9, vé =0,1,
v, =00, v, =06, 'u} =—-0,9;
vlﬁl =18, vl;] =-04, vlﬁz =-20, vl;z =-1,0,
vk3 =26, v, =19, 1;234 =00, Uy, = 3,5.

Los residuos v" son adimensionales y corrependientes a observacio-
nes con desviacion tipica 0. Por ello son todos comparables entre sf,
y si g = 1 se dardn con uno o dos decimales. Esta tltima posibili-
dad se justifica por el hecho de que la precisién de los residuos, es
decir, de los valores ajustados de las observaciones, es mejor que la
de los valores observados, y mejor serd cuanto mayor sea la redun-
dancia, y para no perder precisién puede ser necesario o conveniente
aportar dos cifras decimales. En concreto, la precisién media de los
residuos v’ es 0py/1 — r/m. Los residuos en sus unidades originales

son
vl = —0,0016, v, =
vy = 0,0001, v, =
vg, = 0°010, Uy, =
Vg, = —0°007, v, =
vg, = —07000, Uy, =

0,0027,
0,0023,
—0%002,
—0%011,
0%017.

vl = 0,0002,

/ .
v} = —0,0036;
A 8

v, = —0°008,
vl = 0%007,
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T Significado del peso

1 5. Significado del peso

a) Demostrar que p observaciones con peso unidad de una misma
magnitud se pueden substituir por una tinica observacién con
peso p y cuyo valor es la media aritmética de las medidas origi-
nales.

b) Demostrar que una observacion con un peso p € IN es de cara a
un ajuste minimo cuadrético equivalente a p observaciones. (La
extensioén de este concepto a pesos p ¢ IN se encuentra explica-
da en la nota al pie de [pp. 66-67].)

a) Sean /1,...,{; las observaciones. La solucién minimo cuadrética es
la solucién del sistema NX, = A’TL’. Vamos a ver que las matrices
N = A’TA’ y A’TL/ son las mismas con las observaciones originales
que con la observacién media equivalente.

Los elementos de la matriz N se obtienen como la suma de pro-
ductos de pares de elementos de la matriz A’, estando esos pares for-
mados por elementos de una misma fila. En concreto, n;; = al’da,’q.

k

Para cada valor de k los elementos a;; y a;q pertenecen a una misma

fila, a una misma ecuacién y, dentro de la ecuacién, los indices i y j
determinan concretamente de qué elementos se trata. Por lo tanto, un
elemento 7;; se obtiene acumulando los productos de los coeficientes
iy j de cada ecuacion linealizada.

En el primer caso existen p ecuaciones de residuo que sélo se dife-
rencian en el término independiente. Sean en ellas los coeficientes de
las incégnitas ay,...,4,, iguales en todas ellas. La contribucién de estas
ecuaciones a la matriz N es Z,f:l ajaj = pa;a;. Si en lugar de estas
ecuaciones empleamos la ecuacién equivalente, los valores a siguen
siendo los mismos, pero al considerar que el peso de la medida es p
entonces, al establecer las ecuaciones v/, los coeficientes pasan a ser

a) = —F—. El aporte de esta ecuacion al elemento n;j de la matriz N

i 1/\/p"

es a;a} = pa;a;: la matriz N no varfa.

En lo referente al vector A’TL/, sus elementos se obtienen como
suma de los productos de los coeficientes a’ por los términos indepen-
dientes L’. Empleando la observacién media ya vimos que 4} = \/p a;.
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T Significado del peso

Por lo que respectaa L',

sl Lt ALy it

1/\/p p VP

y la contribucién de la ecuacién al elemento i del vector A’TL’ es pues
a;(L1 + - - - +Lp). Con las observaciones originales la contribucion es
ajLy + - +ajLy = a;(L1 + - - - 4 Lp); es decir, la misma.

Hemos demostrado que el sistema NX, = A’TL’ permanece cons-
tante con el cambio y en consecuencia el primer conjunto de ecuacio-
nes (observaciones) es equivalente a la ecuacién (observacién) media
con peso p.

b) Efectuando el proceso inverso tenemos que una observacién con
peso p € IN es equivalente a p observaciones de peso 1 y cuya media
sea la observacién original. En particular, p observaciones iguales a
la original. [

Es importante tener siempre presente que esta equivalencia solamente se
da para la solucién minimo cuadrética.
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1. Poligonal

La figura representa una poligonal
en la que los valores observados son
los siguientes:

Ly = 27281700, L3 = 189°2366,

L3 =129%9694, L& =11%9539, Lg = 16251702,
LS =334°7889, LB =264%6489, L2 =52%9759,
LS = 232462, LE =302%2348,  LE =92%9263,
Ly = 1264627, L = 1899160, L§ = 258°0864;

SB =204,194, S§ =133597, S2=197,530, SE =176,695.
Se conocen ademads los siguientes valores:
0} = 372%8447, 0% = 2899108, 6% = 230°6450,
0 = 3861025, 02 = 49°5563, 0F = 117°7266;
Xa = 180,025, Ya =180280, Xg=810,788, Yg = 120,494.

Como las distancias son muy parecidas podemos tomar el mismo
valor de o para todas las observaciones. Para las de lectura es 0%0008,
y también tomaremos este valor para las lecturas de azimut conocido.
Para las distancias serd 0,004 (como siempre, todo estd en metros).

O Los pardmetros que definen el problema de manera més sencilla
son los siguientes:

z‘A/ XB/ YB/ Z‘B/ XC/ YC/ ZC/ XD/ YD/ z‘D/ z‘E'

En A y en E podemos calcular dessorientaciones aproximadas a
partir de las lecturas de azimut conocido. Los valores que se deducen
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a partir de cada observacién son los siguientes:
i =100%747, =i =100°6742, X3 = 100°6756;
i =259%6398, X2 =259%6403, = X& = 259°6402.

Estos valores son aceptables para una precisién de 0°0008. Los valo-
res medios son

7 =100°6748,  Xp™° =259%6401.

Con este valor de £, podemos obtener un valor de 6§ y unas
coordenadas para B:

08 ~112°6287;  AXB ~ 200,19, AYE ~ —40,24;

de donde
Xg ~ 380,22, Yg ~ 140,04.

Continuando los célculos se obtienen sucesivamente los siguientes
valores:

05 ~ 332°6287, Y ~ 1504584, 65 ~ 8552474;
Xc = 510,25, Yc & 170,72.

Calculando el punto D desde E obtenemos los siguientes valores:
Tp ~ 25093316, Xp =~ 690,98,  Yp ~ 250,37.

Redondeando, podemos tomar los siguientes valores aproxima-
dos:

Sa0 = 100°67,

Yo = 15046, Xgo = 380, Ygo = 140,
Tco = 20560, Xco = 510, Yc, = 170,
Tpg = 250°33, Xpo = 691, Ypo = 250,
TEo = 259°64.

Las coordenadas de A y E no se pueden redondear, ya que son valores
conocidos no susceptibles de variacion.
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Para los anteriores valores aproxi-
mados, los valores aproximados de las
observaciones y los valores L son

| Obs. Apr. L (m)
SB 1204194 203,992  0,2024
S§ | 133597 133,417  0,1808
S2| 197,530 197,891 —0,3611
SE | 176,695 176411 02834

Obs. Apr. L L (rad)
LL | 2721700 272%1747 —0°0047  —74-107°
L% | 189¢2366 1892408 —0°0042  —66-107°

L3 | 12999694 1299750 —0°0056  —88-107°
L8| 1199539 1199839 —090299 —470-10°
L4 | 16291702 16251939 —0°0237 —372-107°
LS | 334°7889 3351015 —0°3127 —4912-107°
L3 | 2646489 26499620 —0°3126 —4910-10~°
L2| 529759  52f9060 00702  1103-10°
LS| 232462 231757  0°0705  1108-107°
LE | 30292348 3021506 090842  1322-107°
LP| 9299263 92°8406 00858  1347-10°

L} | 126%4627 1264625  0°0002 3-107°
L3 | 18999160 1899163 —0°0003 —5-107°
L | 2580864 2580866 —0°0002 -3-107°

Las observaciones de lectura desde una estacién a direcciones de
azimut conocido se pueden agrupar en una sola: Tener una observa-
cién de lectura L a una direccién de azimut conocido 6 con una pre-
cisién o es lo mismo que tener una observacioén de la desorientacion
Y = 0 — L con la misma precision o; por otra parte, si en un ajuste mi-
nimo cuadratico se tienen 1 observaciones de una misma magnitud,
con precision o, se pueden sustituir por una tinica igual a su prome-
dio y de precisién o /+/n. Es importante recordar que esta sustitucion
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s6lo se puede llevar a cabo en un ajuste minimo cuadrético; para otro
tipo de ajuste el resultado sera en general distinto.
Asi pues, en lugar de los valores L} ... L$, tomamos como observa-

ciones originales, de cara la ajuste, las «medidas» Zkz’?’ y Z%’S’é, con
precisién o /+/3 = 0°00046.

| Obs. Apr. L L (rad)
T4>%| 100%6748 100°6700 070048 75-10~°
Y520 25996401 2596400 0°0001 2-107°

Al tratarse de uno de esos casos en los que se observa directamen-
te un pardametro la ecuacion de residuo es la mds sencilla posible:

123 _
Uzkm:ZA — A =L—1AY\
La matriz A antes de dividir cada fila por su precisién es

XB YB XC Yc XD YD

! ! ! ! ! !

ZkZ,S

Z%’S’é
LB | —0,0010 -0,0048
L& | —0,0010 —0,0048

LS | —0,0017  0,0073 0,0017 —0,0073

L3 | -00017 00073 0,017 —0,0073

L2 : . —0,0020 00046 0,0020 —0,0046
LS : . —0,0020 0,046 0,0020 —0,0046
LY : : : - 00042  0,0038
LD : : : - 00042  0,0038
sk 098  —0,20

s§| —-097 —022 097 0,22

s : . =091 040 091 040
SE : : : : —0,68 0,73
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Yo Y5 Zc Xp g
L

Sk
S5
Se

Sb

Poligonal

En lo sucesivo no se mos-
trardn las columnas co-
rrespondientes a pardme-
tros de desorientacion.

Hay que dividir cada
fila de esta matriz y del
vector L por la precisién
de la observaciéon. Para
las lecturas es

0,0008/200 7t = 16-107°,

y para ka y Z%’Sb es
16-1076/v/3 =7-107°. Se
otienen asi A’ y L’. La ma-
triz N es ATA/, y N1 se
muestra en la pagina si-
guiente.

El vector de incrementos y los valores ajustados son

Az z (m) Az (rad) Az z
Xg| 0,208 380,208 Za| 79-107% 0%0050 100°6750
Yg| 0,038 140,038 Zg| —7-107% —0°0005 150°4595
Xc| 0,231 510,231 Jc| 2-107% 0%0002 20°6002
Yo | 0,716 170,716 Zp| 10-107¢ 0%0009 2503309
Xp| —0,015 690,985 Ze| 1-107% 00001 259%6401
Yp| 0,367 250,367

Los residuos se obtienen bien como V' ~ L’ — A’X, o bien como
V = L — AX,. Conviene acostumbrarse a obtener primero los v/, y
una vez analizados, si procede, obtener v, multiplicando cada v} por
0;/0p. Obsérvese que para pasar los residuos de lectura a sus unida-
des no es necesario hacer escala en el punto intermedio de los radia-
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nes. En este ejercicio 01, =
D} 5 0o = 1, asi que multiplicando los v’
por 0,0008 se pasan estas cantidades

E 6  agrados.

| ¢ v(m) |

'U,

00008 y

v (m)

Sa
Ss

15 0,006 S
15 0,006 SE

1,4 0,006
0,9 0,004

—999 6684 —1116 2366 —1860 ---
4535 —-1176 4714 —1186 2835 - --
—1176 13130 80 5232 -3212 ---
4714 80 7515 —2055 4832 ---
—1186 5232 —2055 8904 —4267 ---
2835 —3212 4832 —4267 6905 ---
=52 =02 54 09 -30 ---
—11,2 04 -20,0 73 —143 ---
3,5 04 52 145 -143 ---
7,3 4,2 90 192 -15 ---
1,5 24 2,5 52 22 .-

-15 -65 —-61 —-13
=52 11,2 3,5 73
-0,2 04 04 4,2
-54 -20,0 52 9,0

09 7,3 14,5 19,2
-30 —-143 -143 -15

0,046 0,015 —0,003 —0,008 —0,002
0,015 0,147 0,032 —0,019 —0,006
0,001
0,019

- —0,003 0,032 0,152 0,038
- —0,008 —0,019 0,038 0,156
- —0,002 —-0,006 0,001 0,019

0,7
1,5
2,4
2,5
5.2
2,2

x 1077

0,047
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Poligonal reforzada

/

v v

P 04 —0%0002
%1 01 0°0000

v/ v
LB | —06 —0%0005 L2| —05 —0%0004
L& 04 090003 LS| 08 00006
LS| —04 —0%0003 LE| —08 —0%0006
L& 05 0°0004 LP| -02 00001

0

Estos residuos muestran un comportamiento que ya sabiamos, y es que
la suma de los residuos de lectura de una estacién (si la desorientacién es una
incégnita) suman cero (cf. [p. 83]). En las estaciones A y E también se cumple
si tenemos en cuenta los pesos; es decir, ) pv = 0 —esto es asi porque una
observacioén con peso p es como una observacion repetida p veces ([p. 66])-, y
que las observaciones de desorientacién son, en lo que respecta a X, opuestas
a las de lectura, y deben ir restadas en vez de sumadas.

2. Poligonal reforzada

Esta es una poligonal algo més larga que
la anterior y con lecturas adicionales que re-
fuerzan su estructura. Los siguientes valores

son concidos:

X, = 459,335,
Xy = 10,937,
X; = 981,578,

0} = 751205,
03 = 336°3918,
07 = 248%3345,

YA = 1990,452,
Yy = 776,495,
Y, = 1176,332;

0% = 39264309,
0 = 123°6950,
0% = 350°1801.
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La precision de las medidas depende de la distancia. Para las lec-
turas angulares es

o = 0°0005% + (0°6/S)?,

y para las de distancia, 02 = 0,01° + (8-107¢S)> (m).

En ambos casos S debe introducirse en metros en la férmula. Para
las lecturas desde A y H de azimut conocido, asi como para L, tomar
or. = 0°0020.

Los valores observados son

L = 226°6307, L3 = 1439422, 13 =87°9016,
LB =354%6915, LY =367°4004, L& =337%9519,
LS = 176°5166, L2 =178%6833, L2 = 34379873,
LS = 218187, LE = 183°5765,  LZ =302°3847,
LR =161°0903,  LE =17%0046, LH = 352378,
LE=351%4231, L& =151°5743, L& =68%3948,
LH =324%9753,  LE =256%6019, LS =295°0925,
L} =337%3432, LY = 619837, LY = 163°8300;

SB =219,012, SR =575586, S§ =179,365, S = 198,069,
SE =185926, Sk =1259961, SH =630,237, S§ =201,062,
SE = 228,362.

a) Calcular unos valores aproximados.
b) Obtener la solucién minimo cuadratica.

a) Comenzamos en primer lugar por promediar las desorientaciones
deducidas a partir de las observaciones de azimut conocido, desde A
y desde H:

YL =248%4898, ¥ =248%4887, X3 =248°4902,
Y = 1863518, X =186°3508,  XP = 186°3501;

de donde =)™ = 248°4896 y X = 186°3509.
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Los valores aproximados es mejor calcu-
larlos por el camino més corto posible. Des-
de A podemos calcular coordenadas para B
y D; desde B, con la lectura hacia A, desorien-
tacion en él; a partir de B, las de C, y con la
lectura de éste a B, desorientacién; azimut
deCaD,y conlalectura Lg, desorientaciéon
en D. No podemos calcular X a partir de la
lectura de D hacia A porque no existe. Por
otra parte, a partir de H calculamos las coor-
denadas de G y E, y a partir de G las de F.
Para estos tres puntos con las lecturas desde
ellos a los puntos desde los que fueron cal-
culados se obtienen sus azimutes.

Llevamos a cabo en primer lugar el cdlcu-
lo de los azimutes, que es independiente de la obtencién de las coor-
denadas. Se van obteniendo los siguientes valores (de izquierda a de-
recha y de arriba a abajo):

08 =203°1811, oY = 2158900,  Tp = 652292,
05 = 24197458,  Tc =263°0625, 62 = 20770498,
Yp = 385°2311;

05 = 8174434, O = 4289528, Yg = 356°4681,

92 = 2458629, Y = 73%2886, Y = 207%7150.
i

No es necesario obtener mds valores, ademads de ser inttil (salvo para
comprobar cierres). Puede incluso dar lugar a error. Es un fallo habitual cal-
cular distancias y lecturas, para calcular los términos L, con los valores ob-
servados en lugar de con los aproximados. Asi por ejemplo, si se calculan las
coordenadas de D desde A y las de C por el camino A-B-C, no puede luego
obtenerse el valor (GCD )o por el camino A—B—C—Lg. Este es el camino que
hemos seguido para el célculo de (Xp)o, pero una cosa es el célculo de valo-
res aproximados y otra el de los términos L. Estos han de obtenerse siempre a
partir de aquellos, pues es la esencia misma de la resolucién aproximada por
linealizacién; sin embargo, los valores aproximados se pueden obtener por
cualquier camino, incluyendo —segun se menciond en el libro de teoria—
croquis o valores obtenidos anteriormente. Su obtencion a partir de las obser-
vaciones es una opcién mads, y nunca habrd riesgo de obtener unos valores
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Poligonal reforzada

incoherentes, pues los pardmetros son, por definicién, un conjunto minimo;
un conjunto en cantidad igual al nimero de grados de libertad del proble-
ma, que para cualesquiera valores que tomen queda determinada de manera
tnica la figura, una solucién.

Una vez obtenidos, por el camino que sea, un conjunto de valores apro-
ximados, los valores aproximados de las observaciones se han de derminar a
partir de ellos. Ocurrird, claro, que si los valores aproximados se han obteni-
do a partir de las observaciones habra algunos términos L que valgan cero, y
podemos saber a priori cudles van a ser sin mas que atender a las observacio-
nes que se emplearon para calcular los valores aproximados. Pero en cuanto
estas observaciones no constituyan un conjunto minimo, como suele ser el
caso, es muy fécil equivocarse en la apreciacién de qué observaciones fueron
empleadas para obtener tales valores aproximados, y es por ello mejor, una
vez que se tienen los valores aproximados de los parametros, olvidarse por
completo de como se calcularon y obtener a partir de ellos los valores Ly. Mas
aun, ésta serd normalmente la solucién mas sencilla, pues se llevara a cabo
de manera automatizada mediante una aplicacion informatica. La obtencion
en su caso de términos L iguales a cero servird de comprobacion.

Por lo que respecta a la comprobacién de los cierres, si todos los valores
aproximados se calcularon a partir de observaciones los propios términos L
son, todos y cada uno, un error de cierre.

b) Volviendo al problema que nos ocupa, calculando los valores apro-
ximados de las coordenadas como maés arriba se describié se van ob-
teniendo los siguientes valores:

AXB = -10,939,  AYR = 218,739, Xp = 448,396,
Yg =1771,713,  AXR = —142,179,  AYR = —557,749,

Xp = 317,156, Yp = 1432,703,  AX§ = —109,367,
AYS = —142,164,  Xc = 339,029, Yc = 1629,549;
AX§ = 218,729, AYS; = 65,626, Xg = 229,666,

Yi = 842,121, AXE = 393,686, AYE = 492,148,

Xg = 404,623, Yg = 1268643,  AXE = 76,543,
AYE = 185922, X = 306,209, Yr = 1028,043.

Asi pues el conjunto de valores aproximados de los parametros es

Tag = 24854896,
Yo = 652292, Xpo = 448396,  Ygo = 1771,713,
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Sco = 26350625,
Xco = 339,029,
Yco = 1629,549,
SEo = 20757150,
Xpo = 404,623,
Yeo = 1268,643,
Yo = 35654681,
Xgo = 229,666,
SHo = 186°3509.

Poligonal reforzada

Ypo = 3852311,
Xpo = 317,156,
Yp, = 1432,703,
Yo = 73%2886,
Xpo = 306,209,
Ygo = 1028,043,

Ygo = 842,121,

Estos valores, junto con los valores reales
conocidos, son los que determinan los valo-
res aproximados L de las observaciones. Es-

tos y los valores L son

Obs. Apr. L L (rad)
Ti>7| 24854896 24854896  0°0000 0-107°
LE | 35476915 3546915 00000 0-107°
LR | 36794004 36764004  0%0000 0-10°
L& | 33799519 33799519 00000 0-107°
LS | 1765166 1765166  0°0000 0-107°
L3 | 1786833 1786833 070000 0-107°
L2 | 3439873 3439823 00050  78-107°
LS | 2198187 218137 00050  78-107°
LE | 18375765 1835868 —00103 —161-107°
L7 | 30293847 3023851 —0°0004 —7-107°
LP | 16170903 1611028 —0°0125 —197-10°
LE | 17°0046 170032  0f0014  22-10°°
LE | 352378 352378 00000 0-107°
LE | 35194231 35194296 —0°0065 —102-107°
LS | 15195743 15195743 00000 0-107°
LE | 6893948 6893948 00000 0-107°
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La desviacion tipica para cada observacién y los valores L’ son

Poligonal reforzada

Obs. Apr. L L (rad)

LY | 3249753 3249753 00000 0-107°

LE | 2566019 256°6019 090000 0-107°

LG | 29550925 2950925 0°0000 0-107°

T0 | 18693509 18653509 060000 0-107°

Obs. Apr. L (m)
SB | 219,012 219,012 0,000 0,000
SR | 575,586 575,586 0,000 0,000
SS | 179,365 179,365 0,000 0,000
S2| 198,069 198,058 0,011 0,011
SE | 185926 185919 0,007 0,007
SE [ 259,961 259,949 0,012 0,012
SH | 630,237 630,237 0,000 0,000
S¢ | 201,062 201,062 0,000 0,000
St | 228,362 228362 0,000 0,000

L(yrad) o U L (urad) o L
70 18 00 LP | -197 51 -38
L2 0 44 00 LE 22 37 06
LY 0 18 00 L 0 17 00
La 0 44 00 LE | —102 37 -27
LS 0 53 00 LS 0 48 00
L3 0 53 00 LE 0 48 00
L2 78 48 16 L 0 42 00
LS 78 48 16 LE 0 17 00
LE | —161 51 -31 LS 0 42 00
L7 -7 31 02 I 0 18 00
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Poligonal reforzada

Lm) o L
sB10,000 0010 0,0
SR1 0,000 0011 0,0
S§ | 0,000 0,010 0,0
s2| 0,011 0010 1,1
SE | 0,007 0010 07
Sk 0012 0010 1,1
st 0000 0011 0,0
SG¢| 0,000 0,010 0,0
sg | 0,000 0010 0,0

Las matrices A’ y N~! se muestran al final
del ejercicio. Los incrementos y valores ajus-

tados son
Az z (m) Az (rad) Az T
Xg| —0,001 448,395 Zal 13-107¢ 00007 248°4902
Yy 0,001 1771,715 Zg| 2:107®%  0°0000 65°2292
Xc| 0,000 339,030 Zc| —3-107% —0%0002 263°0623
Yc 0,003 1629,552 Yp| —1-100¢ —0%0001 3852312
Xp| —0,015 317,142 Ye| 17-107% 00008 207°7158
Yp | —0,005 1432,697 Dl 95-107%  0°0055 73%2941
Xg| 0,014 404,637 Zc| 36-107°  0%°0021 3564702
Yr 0,002 1268,645 Zu| 12-107%  0°0006 1863515
Xg| 0,009 306,218
Yr | —0,009 1028,035
Xg| —0,001 229,665
Yg | —0,004 842,116

Los residuos V' y V son:

| @ v | ! v
> —06 —0°0007 LR| 0,7 —0°0008
LB | 02 00005 L&| 00 —0%0001
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Poligonal reforzada

v/ v v/ v
LS| 01 00002 LE | —02 —0f0002
L& 00 00000 LE | —05 —0%0013
L2| 00 00000 LS | 07 00021
LS| 01 00004 LE | —04 —0%0013
LE| —01 —0%0004 Ld | 04 0%0010
LZ| 00 090000 LE | —04 —0f0004
LP| —06 —0%0020 LG | —02 —0%0005
LE| 08  0°0020 %1 —05 —0°0006
v\ v (m) v v (m) v v(m)

s& o1 0001 SR -08 —0009 S§ 02 0002
s2 o1 o001 SE -01 —0001 SE —00 —0,000
st —09 —0010 S§ 00 0000 SE 02 0002
Las columnas de la desorientacién de la matriz A, que no se mues-

tran, tienen un —1 en la columna correspondiente a la desorientacion
de la estacion desde la que se visa, salvo en las medidas de desorien-

tacion, Zkz’?’ y 235’6, en las que es 1. Estas observaciones tienen una
desviacion tipica o = 0°0020/+/3. [0
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Poligonal reforzada

La matriz A’ es

XB YB Xc Yc XD YD

LE |-104 5

LR : : : . =93 24
Ly [ -104 5

LS| 8 -—64 -8 o4

L8 83 —64 -83 64

L2 : . 104 —12 —104 12
LS : . 104 —12 —104 12
LE : : : : 93 49
1

LP : : : .93 49

S® : : : . —22 88
ss| 60 78 —60 -—78

s : : 11 98 -—11 -98
Sk : : : . —47 87
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XE

-93

-93
96
73
96

73

47
37
56

—49

54
—49
-39
-59
-39

-59

—87
91
70

XF

—-96

—-96

97
97

—-37

38

YE XG

! !

39

39

—40 -97

—40 -97
30
30

-91

91 -38
94

Poligonal reforzada

40
40
—100

—100

-91
28
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La matriz N~! es

Poligonal reforzada

63 3 62 —7 37 -5 18 —5 10 —4 4 -3 -
74 -2 47 0 19 2 8 1 6 1
113 =2 71 =5 37 -7 20 -5 7 —6
94 —13 40 —6 17 -3 12 0
93 —13 61 —6 35 —6 13 —8
59 -5 25 -3 17 0 9 -
81 —8 48 —9 19 —11
52 —3 35 3 18
78 4 46 —6
88 7 41 -
72 11
58
-0,05 —0,18 0,06 0,11
000 —003  —0,05 —0,01
—0,08 —0,26 0,01 0,19
0,02 0,08 0,07 0,02
-0,09 -0,18 —0,15 0,00
0,02 0,04 0,06 0,05
-0,05 —0,09 —0,12 —-0,10
0,01 0,03 0,02 —0,03
-0,03 —0,05 —0,07 —0,07
0,01 0,02 0,02 —0,01
-0,01 —0,02 —0,03 —0,03
0,01 0,02 0,02 0,00
- 24-107° 21-107° 10-107> —-3-107° ...
192-107° 9.107° —39-107° - .-
198-10° 39.107° - ..
207-107° - ..
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0,03
0,00
0,05
—0,01
0,07
—0,01
0,08
—0,03
0,02
—0,02
0,00
—0,01

-7-105
. —13-107°
. —13-107°
—4-1075
28-10°

0,03
0,00
0,06
—0,02
0,09
—0,02
0,12
—0,05
—0,01
—0,02
—-0,10
—0,01
-9.107°
—16-10°
—18-107°
—12-1075
18-107°
133-107°

Poligonales concurrentes

0,02 0,02
—0,01 0,00
0,04 0,03
—0,03 —0,01
0,07 0,04
—0,03 —0,02
0,10 0,06
—0,07 —0,04
0,10 0,04
—0,14 —004 | 156
—0,02 0,01
—-0,15 —0,03
—7-107° —4.107°
—13-107° —8-107°
—14-10° —9.107°
-9.107° —5-107°
8.10° 7.10°°
13-107°> 9.107°
157-107° 14-.10°
21-10°°

3. Poligonales concurrentes

En esta ocasion se tie-
nen dos poligonales que se
cortan en un punto comun
a ambas. Los valores cono-
cidos son:

Xa = 1086,150,
Ya = 270,755,

0k = 28%0775,
0% = 319°0517,
03 = 1553659,
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6] = 278%949,

Poligonales concurrentes

0% = 28%2687,

Los valores observados,

L) = 247¢2701,
LY = 27987053,
L = 180°8528,
L}, = 42°0320,
LD = 335%9710,
LY = 2032785,
L2 = 798861,
LG = 36°3763,
LP = 303%3376,
L} = 547985,
L = 189°0905,

SB = 158,806,

SE =101,853, S& = 75,825,
S| = 96,190,

]
Sl = 85,423,

L3 = 1382435,
L§ = 93%3974,

L2 = 354°8951,
LE = 160°3146,
LE = 1584103,
L' = 326°0795,
LS = 3923025,
L, = 25499432,
Ly = 2454375,

Lk = 220%0485,
L% = 3384119,

Xg = 1639,970,
Yr = 283,065,
010 = 557196,
o = 17855217,
Xg = 1443,055,
Y¢ = 123,070,
0% = 23798482,
6% = 187°6188,
68, = 100°0357,
X1 = 1430,750,
YL = 603,050,

0] = 124%6611.

L3 = 374%5568,
LS = 354°4801,
LS = 350°5978,
L, = 270%5529,
LE = 75¢3540,
L =130°1142,
La = 277%6726,
L = 91¢7180,
L = 2555252,
LK =93¢5528,
L] = 34°8016;

S§ =110936, S2 =125838, SE =102512,
Sh; = 78,921,
Sk = 95,529.

SP = 60,896,
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Poligonales concurrentes

Las precisiones para observaciones angulares y de distancia son
respectivamente

0% = 000072 + (0°2/S)?,
03 = 0,006> + (12-107°S)%  (m).

Para las observaciones de azimut conocido tomar 0°0015. Ajustar la
figura.

0 Comenzamos promediando para cada estacion las desorientacio-
nes calculadas a partir de lecturas a direcciones de azimut conocido.
Se obtienen las siguientes observaciones promedio:

Y>? = 180°8082, M = 25294417,
T456 — 10747333, 2757 = 89°8583.

Estas observaciones, que reemplazan a las originales, tienen desvia-
cién tipica ¢ = 0°0015/y/3 = 0°0009, salvo £"'!, para la que es
090015/v/2 = 0°0011.

A continuacién obtenemos unos valores aproximados, calculando
cada punto por el camino mds corto: A-B-C; F-E-D; G-H-1, y
L-K-]J. Se llega a los siguientes valores:

YA = 1808082,
Y5 = 167°1161, Xg = 1215,376, Yg = 363,059,
Tc = 14097434, Xc = 1319,989, Yc = 326,144,
Tp = 345°0418, Xp = 1445523, Yp = 334,751,
Y = 369°3854, Xg = 1547,672, Yg = 326,136,
Y = 25254417,
Yq = 1077333,
Yy = 14950296, Xy = 1425824, Yy = 196,911,

¥ = 11292548, X; = 1430,746, Y = 275,679,
¥y = 16246359, X; = 1428,292, Y) = 418,443,
Y = 16353626, Xg = 1455362, Yy = 510,746,
¥, = 8958583.
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Poligonales concurrentes

En base a estos valores aproximados, los valores aproximados de

las observaciones y los términos L son

Obs. Apr. L L (rad)
Y7 | 180°8082 180°8082 00000 0-107°
L8 | 2797053 2797053  0%0000 0-107°
L& | 933974 933974  0°0000 0-107°
LS | 3544801 3544801  0°0000 0-107°
L2 | 18098528 1808528  0°0000 0-107°
L2 |354°8951 3548986 —0°0035 —55-107°
LS |350°5978 350°6003 —0°0025 —39-107°
Lp | 42°0320 4290324 —0°0004 —6-107°
LE | 1603146 1603146  0°0000 0-107°
LL | 2705529 2705624 —0°0095 —150-10-°
LD 133599710 3359710  0°0000 0-107°
LE | 15894103 1584103 00000 0-107°
LE | 753540 753540 00000 0-107°
M| 25284417 25294417 0%0000 0-10-°
&0 110767333 10767333 00000 0-10°°
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Poligonales concurrentes

Obs. Apr. L L (rad)
L8 | 277%6726 277°6726 00000 0-107°
LS | 363763  36°3763  0°0000 0-107°
Ll | 2549432 2549432 00000 0-107°
LH | 91f7180 91¢7180 00000 0-107°
LP | 3033376 3033494 —0°0118 —185-107°
LP | 24%4375 2494383 —0°0008 —12-10°°
LK | 25595252 2555252 0°0000 0-107°
L} | 54°7985 54°7985  0°0000 0-107°
Li | 2200485 220°0485 070000 0-107°

0

0

LK | 93%5528  93f5528  0°0000 107°
x5 898583 8978583 00000 -107°

Obs. Apr. L (m)
SE\ 158,806 158,806 0,000
Sg 110,936 110,936 0,000
Sg 125,838 125,828 0,010
SIE) 102,512 102,512 0,000
SE 101,853 101,853 0,000
Sg 75,825 75,825 0,000
SIH 78,921 78,921 0,000
SP 60,896 60,892 0,004
S{) 85,423 85,448 —0,025
S}< 96,190 96,190 0,000
Sk 95,529 95,529 0,000

De acuerdo al enunciado, los valores de o para cada observacién
y con ello los valores L’ son

| L (urad) o L/ | L (urad) o L/
i 0 14 00 L 0 23 00
L 0 23 00 LS 0 30 00
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Poligonales concurrentes

L (yrad) o L L (urad) o L
LS 0 30 00 L 0 43 00
L2 | =55 27 -20 LG 0 43 00
LS | -39 27 -14 Ly 0 4 00
L, | -6 38 —02 L 0 41 00
LE 0 33 00 LP | —185 53 -35
LL | —-150 53 -28 Ly | -12 38 03
LP 0 3 00 Le 0 34 00
LE 0 33 00 Ly 0 34 00
LE 0 3 00 Lk 0 3 00
! 0 17 00 LK 0 35 00
r&® 0 14 00 =782 0 14 00

Lm) o L Lm) o L
sB1 0000 0006 0,0 s 0000 0006 00
S| 0,000 0,006 0,0 Si,| 0000 0006 00
Sg| 0,010 0,006 16 SP| 0,004 0,006 06
SE| 0,000 0006 0,0 S| 0,025 0,006 —4,1
SE| 0000 0006 00
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Poligonales concurrentes

| L(m o L | Lm o L

sK| 0000 0006 00 sk| 0000 0006 0,0

Para las observaciones de distancia el valor de ¢ es practicamente
constante, debido a que la componente proporcional a la distancia no
llega a tener importancia en relacién a la componente constate para
las distancias de observacién.

El plantemiento de las ecuaciones de residuo no entrafia ninguna
dificultad. La matriz A tiene dimensién 28 x 37. A modo de muestra
escribimos a continuacién algunas de sus ecuaciones:

vp12s = 0~ AZ,
vy & 0~ (0,0037AXp — 0,0051AY5 — AZy),
vgy ~ 0 — (0,81 AXp +0,58AYp),
v ~ 0 — (0,0008AXp + 0,0097AYp
—0,0008AXg — 0,0097AY; — ASp),
vy ~—6-107° — (—0,0114AXp — 0,0024 AYp,
+0,0114AX] + 0,0024AY}),

D
vg ~ —0,025 — (020AXp — 0,98 AYp — 0,20AX; 4 0,98AY});
D

y algunas de ellas ponderadas, divididas por su correspondiente o
'U/ 123 — 0— 73511AZ’A,
by
v p &0 — (162AXp — 226 AYg — AZy),
A
vy ~ —4,1— (33AXp —161AYp — 33AX) +161AY)).
D

La matriz N~! es también muy grande. Se muestran a continua-
cién los elementos de la diagonal principal:

T n T n T nfl T n
Xg 24-107® Y 14-107® Xc 31-107°®  Yc 19-10°°
Xp 15-107® Yp 21-107® Xz 9-100° Yg 7-10°°
Xg 7-107% Yy 25-107°%  X; 16-107° Y; 30-107°
X; 17-107¢ Y 31-100% X 8:107% Yk 25-10°°

-1 -1

75



Poligonales concurrentes

-1 -1

T n T n T n

YA 1,6-10710 Y 6,2-10710 Yc 7,3-10710
Yp 54-10710 g 89-10710 Yr 25-10710
e 1,8-10710 Yy 15,8-10710 ¥ 18,8-10710
%y 11,7-10710 Yx 10,9-10710 Y, 1,7-10710

Estos elementos serviran para obtener los valores de ¢ para las
diversas estimaciones, tomando la raiz cuadrada. Por lo tanto para
hacerse una idea de su magnitud hay que efectuar mentalmente una
raiz cuadrada aproximada. Por ello resulta mds ilustrativo expresar-
los como un ntimero entre uno y cien multiplicado por una potencia
par de diez.

Los incrementos y los valores ajustados son

Az z (m) Az (rad) Az z
Xg | —0,003 1215373 YAl —1-107% —0%0001 180°8081
Yg | —0,001 363,058 Yp| —2-107°% —0%0001 167°1160
Xc | —0,007 1319982 Yc| 11-107%  0%0007 140°7441
Yc| 0,000 326,144 Yp| 8-107% 0°0005 345%0422
Xp| —0,002 1445521 Tp| 22-107%  0°0014 369°3867
Yp| 0,005 334,756 Yr| 4-107%  0°0003 25294419
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Poligonales concurrentes

Az z (m) Az (rad) Az z
Xg | —0,001 1547671 Xg| 2-107%  0°0001 107°7334
Ye| 0,003 326,139 Tp| 34-107° 090022 14990318
Xg| 0,002 1425826 Y| 47-100% 00030 112°2578
Yy | 0,000 196911 Yy | —4-107° —0%0003 1626356
X | 0,005 1430,752 Yk | —7-107® —0%0005 1633621
Y; | —0,001 275,678 Y| 0-107® 00000 898582
Xj | 0,001 1428294
Y; | —0,013 418431
Xk | 0,002 1455364
Yg | —0,007 510,739
Los residuos V' y V son:
v/ v v’ v
=701 0°0001 v —03  —0%0003
L% | 02  0°0002 T8 —02 —0%0001
L& | 02 00002 Ld | —05 —0%0013
LS | —02 —0%0004 LS | 03 0°0008
L3 | 02 00004 Ly | —03 —0%0007
L2 | —02 —0%0003 LH | 00 00001
LS | 03 090005 LP | -01 —0%0002
L, | 02  0°0006 LP | 02 —0%0005
LE | —05 —0%0010 LS | 02 00004
LY | —01 —0%0005 L} | 01 0%002
LD | —0,0 —0%0001 Lt | —0,1 —0%0002
LE | 00 0f0001 LX | o1 0%0002
LE | —05 —0%0011 757100 0%0000
v v (m) v v (m) v/ v (m)
s8 05 0,003 s 07 0,004 S2 07 0,004
SE —0,1 0,000 SE —04 —0,002 sg o1 0,001
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Interseccion directa

v\ v (m) v w(m) v v(m)
sk, 00 0000 SP -01 0000 S, —-11 —0,007
S¢ -10 —0006 Sy —11 —0007  S; —04 —0,002

H
sH 01 0001

4. Interseccion directa

Desde los puntos A, By C de coordenadas cono-
A cidas se han efectuado lecturas angulares al punto P.
Se conocen los siguientes valores:

P
Xa = 10,000, Ya = 529,043, T, = 180°8087,
B Xp = 43487, Yp =177433, g = 16751170,
C Xc = 277,893, Yc = 10,000, Y = 14057454,

Calcular unas coordenadas para el punto P.

O El enunciado no dice nada acerca de las precisones de las obser-
vaciones asi que supondremos que son todas iguales. Se calcula por
algin método coordenadas aproximadas para P. Tomaremos (Xp)o =
328,100, (Yp)o = 311,400. Las ecuaciones de residuo quedan plantea-
das como sigue:

v A 19-107° — (—0,0015AXp — 0,0021 AYp),

vy~ 99- 107% — (0,0014AXp — 0,0029 AYp),

Up A 87-1076 — (0,0032AXp — 0,0005AYp).

Las matrices N y N~! son

e (14 -2 L (7179 13614\
N=10 x(—z 13) N = 13614 78643)°

y los incrementos y valores ajustados:

AXp =0,023, AYp = —0,024, Xp = 328,123, Yp =311,376.
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Interseccion inversa

Por ultimo los residuos:
L-AXy=N=10"°(1 -1 1)7 (rad),
y los residuos en grados son menores de 1074, [J

El hecho de obtener unos residuos tan pequefios se debe a que sélo hay
una redundancia. Los errores reales pueden ser bastante mayores. De hecho,
puesto que este ejercicio es una simulacion, el autor si que conoce los valores
reales de los pardmetros, las magnitudes observadas y los errores de lectura.
Los errores reales eran 00007, 0°0006 y 00001, generados aleatoriamente
siguiendo una distribucién normal (0,0,0008). Asi pues, un valor de op, de
0f0008 ha dado lugar a residuos menores de un segundo. Cuando el nimero
de redundancias es muy pequefio el valor de los residuos, si son pequefios,
no es significativo.

5. Interseccion inversa

Con estacién en el punto de coordenadas

2 desconocidas P se observaron lecturas hori-

1 zontales a seis puntos conocidos. Las coorde-
nadas de estos son

3 X; =44829,90, Y; = 14 210,35,
Xy = 46 646,98, Y, = 14 599,53,
X3 =47 481,57, Y; =12821,79,
X4 =47 069,46, Y, =10132,26,
5 4 X5 =45012,71, Y5 = 10 250,27,
Xg = 43 898,78, Yy = 12500,32.

Las observaciones desde P,
L! = 36498496, L% = 24%8367, L3 = 9099593,
L* = 16951124, L? = 21959664, L% = 296%0718.
Hallar coordenadas y desorientacién en el punto P.

O Hay como siempre diversas maneras de obtener valores aproxi-
mados. Los siguientes son unos posibles:

(Xp)o = 4580060,  (Yp)o = 1259870,  (Zp)o = 0,0100 rad.
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Interseccion inversa

Los valores calculados y el vector L, ya en radianes, son

Obs Apr. L (rad)
L!| 5731044 5,731075 —31-107°
12| 0,390134 0,390188 —54-10°
L3| 1,428785 1,428852 —67-107°
L4| 2,656411 2,656452 —41-107°
L% | 3,455224 3,455289 —65-107°
L%| 4,650685 4,650706 —21-107°

A continuacién se muestran las matrices A y N1

Xp Yp Zp

l l l
27-107°  46-107° -1
~18-107° 42-107° -1
—58-.107° 8-107° —1
16-107° —32-107° -1 |’
13-107° —38-107° —1
52-107° —3.107° -1

1302000 14000 0
Nl = 14000 1576000 59 |.

A=

0 59 0,169

Los incrementos son
AXp =004, AYp =001, AZp=47-10"°rad,
y de ellos los valores ajustados:
Xp =4580064, Yp=1259871,  Xp = 0,010047 = 0°6396.

Finalmente los residuos:

v (prad) v v (urad) v v (urad) v
L' 1 0%0001 L2 -5 —0%0003 L? 0 —0%0000
L* 16 0%0010 L5 —18 —0%0012 L 7  0%°0005

0
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6. Red angular

Se observ6 la red mostra-

LBY = 320°5577,

LB — 319%8516,
L5 = 2000493,
Lie = 178%6977,

LBa — 13798237,
L5S = 248%6046,
LEe = 24599370,

L& = 1735862,

L&, = 103°1747,
Ju _ o

L3, = 5258650,

LPa = 17349712,
LOY = 2545547,

e

LI = 33554447,

LB = 29042099,
LLe = 88733,

LBa — 45%5396,
LYY = 8454479,

u

Ju _
L = 3219229,

LEe = 3350497,

LB = 27149678,

LB = 231%9184,
Ju _ {7

Lo, = 1797671,

LY = 175%6818,

LEe = 270°2067,

Lgw = 17765939,
L3u = 3554255,

LJY = 1981309,
LPe = 11794054,
L] = 3582420,

LY = 321°4591,

LPu = 5489216,
Lk = 920935,

LEY = 290°5985,
LBo — 498529,

LYY = 29796300,
LLe = 346%6339,
LB¢ = 37194149,
L = 33964744,

LYY = 13078857,
LBY = 1591929,

LYY = 2052389,
LEu — 2335580,

L0 = 1482328,
L& = 66°5059,

LPO = 14249817,
LY — 311°4465,

LBo = 25650422,

LBo — 2595763,
LEe = 379%6551,

da en la figura, obteniendo
los siguientes valores:
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LBa = 22792651,
LPY = 24196589,
LP° = 2051911,
LOY = 28287664,
LE¢ = 200°3188,
LB — 346°8814,
LI = 45°3766,

L2 =2355486,  Lp? =2195035, LY = 27279820,

u
L =22699821, Ly =293%0197,  Lj¢ = 249%2360.
Entre los vértices Ba y Ou hay una distancia aproximada de 800 m.
La precision de las lecturas en funcién de la distancia es:

¥? = 0°0005% + (0°9/S)?.
Obtener una solucién minimo cuadrética.

O Setrata de una red en la que sélo existen observaciones angulares
y no hay ninguna coordenada conocida que sitte la figura en posicién.
Entonces la fijacién de la figura en posicién, orientacién y tamafio es
arbitraria, y lo podemos hacer tomando a discrecion las coordenadas
de dos puntos. No obstante, la precisién de las observaciones es una
expresion en funcién de la distancia, lo que hace necesario conocer las
distancias, al menos de manera aproximada. Para ello el enunciado
proporciona el dato SQ ~ 800 m. En base a esto podemos tomar las
siguientes coordenadas como fijas, que, de acuerdo al croquis, no dan
lugar a valores negativos y proporcionan conjuntos de valores X e Y
bien diferenciados:

Xou =400, Yo, =2050, Xp, = 1200, Yg, = 2050.

Las coordenadas de los demds puntos se pueden calcular por in-
terseccién directa desde estos dos, a excepciéon de Be, para el cual no
existe visual desde Ou, y Pu, para el que la geometria no lo permi-
te. Para estos puntos se pueden obtener coordenadas en un segundo
paso por interseccion directa a partir de Ba y Le, por ejemplo.
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Procediendo como se ha descrito, y calculando las desorientacio-
nes de todos los puntos a partir de sus lecturas a Ba, y en este tltimo
a partir de su lectura a Ou, los valores que se obtienen son:

Ypa = 253700,

Tpy = 173°1169,  Xp, = 910,03, Yp, = 2017,84,
Tpo = 693992, Xpo = 124028,  Yp, = 2403,53,
Tou = 32674138,

Tl = 3750327, XLe = 661,63, Yi = 2571,78,
Tpe = 283°575, Xpe = 956,73, Yge = 2607,00,
Tpy = 773881, Xpy = 122,84, Ypy = 2455,63,
Tre = 31091546, Xpe = 335,68, Yre = 262594,
Ty = 306%2958, Xjy = 118,24, Yy, = 2884,87.

Los valores aproximados de las magnitudes observadas y los tér-
minos L,

Obs. Apr. L L (rad)
LEu | 2905985 2905985  0°0000  0-10°
LBo| 4%8529 48529 00000  0-10°
LYY | 29796300 2976300 00000  0-107°
LLe | 3466339 3466339 00000  0-107°
LBe | 3714149 371°4149 00000  0-10°°
LBu | 3205577 3205577  0°0000  0-10°
LEe | 33590497 3350497 090000  0-107°
Ly | 33954744 339°4744 00000  0-107°
LBa | 3198516 31998516 ~ 0°0000  0-107°
LBo | 27199678 27199633  0°0045  70-10°
LOu| 1308857 1308918 —0°0061 —96-10~°
Lie | 20090493 20090467 ~ 0°0026  41-107°
LBe | 23199184 231€9184 00000  0-10°
LBu| 15991929 1591942 —0°0013 —21-10~°
LEe | 1786977 1786998 —00021 —33-10°
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Obs. Apr. L L (rad)
Ly | 1797671 17957687 —0°0016 —25-107°
LBa | 137¢8237 137%8237 070000 0-107°
Lit | 175%6818 175%6810  0°0008  12-107¢
LY | 2052389 2052474 —0°0085 —134-107°
L5 | 248%6046 248°6143 —0°0097 —153-107°
LBe | 27092067 27092245 —0°0178 —280-107°
LB | 233%5580 2335665 —0°0085 —134-1076
LEe | 24559370 2459486 —0°0116 —182-107°
LB | 1735862 1735862  0°0000 0-107°
Ly | 17795939 1775949 —0°0010 —16-107°
L3 | 1482328 148%2328 070000 0-107°
L& | 1031747 103%1747  0°0000 0-107°
LU | 35%4255 354255  0°0000 0-107¢
L& | 6655059 665059  0°0000 0-107°
Ly, | 5298650 5298650 00000 0-107°
LPa | 173%9712 173%9712 070000 0-107°
LPv 119851309 1981309 00000 0-107°
LPo | 14299817 14299808 ~ 00009  14-10°°
LY | 25495547 2545558 —0°0011 —17-107°
LPe | 11754054 1174054 070000 0-107°
LPu | 3114465 31194498 —0°0033 —52-1076

Le
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Obs. Apr. L L (rad)

3354447 335%4500 —0°0053 —83-107°
3582420 3582448 —0°0028 —44-107°
2902099 290°2099  0°0000 0-107°
3214591 32194603 —0°0012 —18-107°
25650422 256°0487 —0°0065 —102-107°
88733 88631  0°0102  160-107°
45%5396 455396  0°0000 0-107°
54°9216 549230 —0°0014 —23-107°
25%5763  25°5776 —0°0013 —21-107°
84°4479  84°4512 —0°0033 —52-107°
90935  9°0944 —0°0009 —14-107°
379%6551 379°6493  0°0058 92.10°
3219229 321°9300 —0°0071 —112-107°
2272651 227°2651  0°0000 0-107°
24196589 241°6621 —0°0032 —51-107°
2051911 2051932 —0°0021 —33-107°
28287664 282°7651  0°0013 20-10°°
2003188 2003281 —0°0093 —146-10~°
346°8814 346°8828 —0°0014 —22-107°
45°3766  45°3758  0°0008 13-107°
2355486 235°5486  0°0000 0-107°
246°5905 246°5898  0°0007 12-107°
27289820 27299830 —0°0010 —16-107°
226°9821 226%9817  0°0004 7-107°
293°0197 293%0223 —0°0026 —41-107°
24952360 2492346  0°0014 23.107°
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y valores de ¢ para cada observacion y los valores de L/,

L (urad) o L L (urad) o L
LEu 0 49 00 LBe| —280 41 -68
LEo 0 40 00 LBul —134 15 —90
LQu 0 19 00 LEe| —182 17 -106
LLe 0 20 00 LB 0 19 00
LEBe 0 25 00 Leu|l —16 29 —05
LBu 0 15 00 L3 0 17 00
LEe 0 16 00 LE, 0 25 00
Ly 0 13 00 L& 0 30 00
LEa 0 49 00 LE 0 26 00
Ll 70 29 24 Ly, 0 18 00
Loul  —96 29 -33 Lba 0 20 00
Lke 41 25 17 Lju 0 25 00
LEe 0 25 00 LBo 14 25 05
LBul —21 18 -12 Loul —17 25 —07
Lhe| —33 19 -18 LbBe 0 48 00
Ly -25 14 -17 LBul 52 27 -19
Lba 0 40 00 Lfe| —83 44 -19
LEu 12 29 04 L | 44 24 18
Loy | 134 17 -77 Lpa 0 25 00
Lke| —153 25 —62 Lful —18 25 —07
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L (yrad) o L L (urad) o L
LBl —102 41 -25 LBo| —33 17 -19
Lke| 160 48 33 Ly 20 26 08
Lba 0 15 00 Lke| —146 44 34
Lhul 23 18 -13 LBul  —22 52 -—04
LEe| -21 15 -14 Ly 13 43 03
LQul —52 30 -17 Ly 0 13 00
Lk | —-14 27 —05 Ly 12 14 08
LEe 92 52 17 Ll —16 18 —09
Ly | —112 34 -33 Lje 7 24 03
LBa 0 16 00 Ll —41 34 -12
Lhul —51 19 -27 Ly 23 43 05

Se obtiene la siguiente diagonal para la matriz N~ !:

T n—1 z n—1 z n—1 T n-t

Xpy 09-107% Yp, 0,4-107% Xp, 1,0-107* Yp, 1,1-107%
Xie 1,3:107%  Yio 0,9-107% Xpe 1,8-107% Y 1,5-107%
Xgy 1,3-107% Yp, 1,8-107% Xpe 1,1-107%  Yp 1,7-107%
X 1,9:107% Yy, 4,6-1074

-1 -1 -1

T n T n T n
Ypa 1,3-10710 Ypy 2,0-10710 Ypo 2,4-10710
You 1,5-10710 Yie 2,6-10710 Yge 5,8-10710
Ypy 2,1-10710 Yre 2,2-10710 S 2110710
Los incrementos y valores ajustados son:

| Az z (m) | Az z (m)
Xpu | —0,013 910,02 Xie| 0,013 661,64
Ypu| 0,019 2017,86 Yie| 0,021 2571,80
Xgo| 0,040 1240,32 Xge | —0,005 956,72
Ygo | 0,007 240354 Yge | —0,008 2606,99
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| Az

T

(m) | Az

Xpu | —0,003 122,83

YBu

0,011 2455,64

Xrpe | 0,004 335,68

Red angular

T (m)

Yre | —0,007 262594

Xjy | —0,027

118,21

Y| 0,041 288492

Az (rad) Az z
Ypa | 11-107% 00007 23707
Ypu| 25-107¢  0°0016 173°1185
YBo | 142-107% 00090 694082
You| —1-107 —0°0001 326°4137
Yie| 29-107%  0°0019 375°0346
YBe | 0-107%  0°0000 283°5750
Ypa| 20-107%  0°0013 773894
Yre | 14-107%  0%0009 310°1555
| 0-107¢  0°0000 306°2958

Finalmente, los residuos normalizados y sin normalizar son

!/

!/

!/

v v v v v v
LPu—1,2 —0%0038 LB° —24 —0%0063 LY* 06 00007
Lke —10 —0%0014 LB 1,0 0f0015 LBv 02 0%0002
LEe 09 0°009 L 00 0°000 LB —09 —0°0028
LB 00 09000 LS*-1,2 —0°0022 LL 1,0 090016
LB 03 0f0005 LBY 04 0°0004 LE —0,1 —0f0001
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v v v v v’ v

L —02 —0%0002 LB 08 00021 LE 2,0 0°0038
LYu —0,1 —00001 LE —0,9 —0f0014 LB —0,7 —0%0018
LBu 04 0%004 LE -10 —0%0011 L8 0,0 —0f0001
Lge 07 00012 LB —0,6 —0%0007 L&, —0,2 —0°0003
LB —03 —0°0006 LFe —02 —0°0004 L% 08 070009
LPa —0,1 —0%0002 L% —05 —0%0007 LPS 1,3 0f0021
Lo 03 0005 LPe—12 —0%0038 LPu —04 —0%0007
Lfe 08 0°022 LY —04 —0°0006 LB 05 070008
Lfu —14 —0%0023 LB 02 0%004 LE 1,5 0°0045
LB 08 0f0007 LEv 00 090000 LB° —0,2 —0%0002
LU —1,4 —0%0026 LL 06 0°0011 LE 08 090028
L —1,0 —0%0022 LB 1,1 0°0011 LEY —1,6 —0°0019
LB 03 0%0003 LE* 1,1 00019 Lk —1,0 —0%0028
LB —14 —0%0048 L 02 090005 LP* —0,9 —0%0007
Lt 05 0°0005 LR —01 —0°0001 Lj¢ 05 0°0007
Ly 05 0°010 Ly 01 00001

0

Este ejercicio es el primero en el que el nimero de observaciones supera
ampliamente al de pardmetros, y por ello la estimacién de los residuos v’ es
mejor y ya aparecen muchos valores (absolutos) en torno a 1 o mayores. En
ejercicios anteriores la mayoria de los valores eran subestimaciones.

7. Red con angulos y distancias

Calcular la red anterior suponiendo que ademds se han observado
las siguientes distancias:

SLY = 290,676, SBo — 354,517, SO = 797,020,
SLe — 746,931, SBe — 605,509, SBu — 1146,711,
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SBu — 897,353,

SBA — 354,527,
SES = 600,405,
SEe = 928,076,

S& = 796,993,

S&e, = 581,538,
Ju _

S, = 877,877,

SPa — 746,968,
SOu — 581,536,
SFe — 329,165,
SB = 605,502,
Ske = 296,073,
SBa — 1146,725,
SO = 489,446,
i = 427,730,
SBa — 1034,744,
SO = 577,352,
i = 336,943,

Sp2 = 1361445,

Red con dngulos y distancias

Ske = 833,301,

SEY = 505,902,
SBe — 347,710,

S2u = 509,107,
SSu = 489,438,

SPY = 604,800,
SPe = 296,101,
S" = 624,856,

SEY = 588,761,

SLU — 897,345,
SEe = 549,148,

SP = 833,269,
SLe = 329,172,

Spy = 1169,807,

SEe — 1034,749,
Ju _
Sy = 1361417,

SBa = 290,675,
SBe = 505,903,
SOU = 509,108,
SLe = 604,793,
SBe — 588,749,
S = 1169,854,

SO = 908,249,
SBU — 1114,519,

S& = 908,257,
S&, = 577,380,

u

SP — 600,390,
SPU = 549,125,

SBC = 347,704,

SBo — 1114,522,
Ske = 271,576,

SBo — 928,091,
SBU = 271,588,

Sjt = 877,900,
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S = 624,837, Spu = 427,708, Sje = 336,948;
y que la precision en estas medidas viene dada por
Y3 =0,014% + (8-107%S) (m).

O Enprimer lugar observamos que el peor valor de precision, corres-

pondiente con la distancia mas larga, es 0,018, para S{;;. El menor sera
en todo caso mayor que 0,014. La diferencia entre estos valores extre-
mos es pequeria y si no hubiese més observaciones que las distancias
podriamos evitar aplicar pesos. Como de todas formas va haber que
tenerlos en cuenta, al existir ademads observaciones angulares, aplica-
remos a cada distancia el suyo.

En segundo lugar podemos disminuir el nimero de medidas de
cara al ajuste a la mitad, promediando las lecturas reciprocas, pues
son observaciones de la misma magnitud. La precisién entonces se
divide por v/2. Hay que recordar que la substitucién de un conjunto
de medidas de una misma magnitud por su promedio, con la consi-
guiente variacién de su precision, solo es valida para un ajuste mini-
mo cuadratico. Las medidas promedio y sus correspondientes valores
de precisién son:

S o (m) S o (m)
SEu | 290,675 0,010 SBu | 897,349 0,011
SBo | 354,522 0,010 Sfe | 833,285 0,011
SQu| 797,007 0,011 Sk | 1169,831 0,012
Ske | 746,950 0,011 SQu | 908,253 0,011
SBe | 605,506 0,010 Ske | 600,397 0,010
SBu | 1146,718 0,012 SBe | 347,707 0,010
Ske | 1034,746 0,012 SBul1114,520 0,012
S| 1361431 0,013 Ske | 928,083 0,011
Sge | 505,902 0,010 S&e, | 581,537 0,010
Su| 509,108 0,010 SBu | 489,442 0,010
Ske | 604,796 0,010 Sts, | 577,366 0,010
SBe | 588,755 0,010 S, | 877,888 0,011
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S o (m)
SPe | 296,087 0,010
SPu| 549,137 0,010
Sfe 329,168 0,010
Sl | 624,846 0,011
Ske | 271,582 0,010
S 1 427,719 0,010
i | 336,946 0,010

No podemos tomar los mismos valores aproximados que en el
ejercicio anterior porque la escala de la figura no era la escala real. No
obstante la diferencia es pequefa, ya que se basaron en S8 = 800 m
cuando en realidad es ~ 797 m. Si empledsemos esos valores obten-
driamos elementos L' de unos tres metros. Aun asi puede ser sufi-
ciente para resolver el ajuste en una tnica iteracién. De todos modos,
como esta coincidencia es mas bien casualidad, operaremos como si
en realidad hubiese sido mayor (pero todavia relativamente peque-
fia ya que se emplearon distancias parecidas a las reales para poder
obtener los valores de o1).

Los nuevos valores aproximados los obtenemos sin més que es-
calar los anteriores por el factor 797/800 ~ 0,99625. Los valores cal-
culados de las lecturas angulares no se ven afectados por un factor
de escala, y con ello tampoco los términos L. Por lo que respecta a la
matriz A, la variacién de 0,99625 en escala no es significativa de cara
a ella, y tampoco lo seria aunque hubiese sido 0,96, por ejemplo (cf.
[p- 60]).

Emplearemos sin embargo unos valores aproximados ligeramente
distintos, para que el lector se acostumbre al método. Tomaremos el
resultado de escalar, no los valores aproximados anteriores, sino los
valores ajustados. Ni que decir tiene que la variacién es despreciable
de cara a la matriz A. Por lo que respecta a los valores L, al ser los va-
lores aproximados de los pardmetros iguales a los valores ajustados,
también serdn los valores aproximados de las magnitudes observa-
das iguales a los ajustados, y entonces L = L—Ly = L - L = v,
e igualmente L' = v/,

En cuanto a los valores fijos, ya s6lo se pueden tomar tres, ya que
la escala no se puede fijar libremente. Podemos mantener Xe Y de Ou
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y tomar una de las coordenadas de Ba. Si la direccién del segmen-
to Ou-Ba fuese una cualquiera, podriamos hacer variable indistinta-
mente la X o la Y de Ba, pero al estar siguiendo la direccién del eje X,
para dar libertad a la figura en escala y que se pueda ajustar a la esca-
la definida por las medidas de distancia es necesario que permitamos
variar la coordenada X.

Asi pues los nuevos valores son los siguientes:

Xpag = 1195,500, Yp, = 2042,313,
Xpuo = 906,604, Ypuo = 2010,294,
Xpoo = 1235673,  Ypoo = 2394,528,
Xou = 398,500, You = 2042,313,
XLeo = 659,159, Yieo = 2562,160,
Xpeg = 953,133, Ygeo = 2597,217,
Xpuo = 122,372, Ypuo = 2446432,
Xrep = 334,425, Yreo = 2616,090,
Xjup = 117,767, Yo, = 2874,097;

en donde todos son valores aproximados salvo Xopy, You € Yga, que
son fijos.

A partir de estos valores hay que calcular la matriz A y los va-
lores calculados para las observaciones de distancia. Para las obser-
vaciones angulares es necesario calcular la columna correspondiente
a Xp,. Esto ya estd hecho, pues estos valores son, en cada observa-
cién, los opuestos a los correspondientes a la X del otro punto. Para
las lecturas desde y a partir de Ou esto no sirve, pues los valores re-
lativos a Ou tampoco estdn calculados. Pero para esas observaciones
dL/0Xp, = 0. Asi pues,

! ! !
a = —a =-77, ... a
LPY Xp, LYY Xpy " Lpe,

_ _ _
Xg, = LB Xpu 34,3.

Ju”

Y por otra parte,
! ! / !
LPZ—(’UP) - 12, ... LFZ—(’UF) —01
Lg 53/ ant. " Lyd La/ant. 77

en donde ant. significa anterior.
Los valores aproximados para las distancias se muestran en la pa-
gina siguiente.
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So
SEY 290,665
SBo 354,499
SQu 797,000
SLe 746,929
SBe 605,525
SBU 1146,698
Ske 1034,733
SO SO S() SO
S 1361387  SP° 505887  SQU 509,112  Ske 604,802
SBe 588,765  SBU 897350 Sk 833294  SI 1169795
SQu 908248  SL° 600,390  SBe 347,723  SBU 1114510
Ske 928083 ST 581,536  SBu 489448  SE 577,345
S, 877,882 SPe 296057  SPU 549,121  Sfe 329,182
SI" 624,828  SEe 271570  SI 427,690  SP. 336909
Los valoresLy L/,
Lm o L Lm) o L
Sfu| 0011 0010 11 SBu| —0,001 0011 -01
Ske| 0023 0010 23 Ske | —0,009 0011 —0,8
SQu| 0,006 0011 06 S| 003 0012 30
ske| 0021 0011 19 SQu|l 0,005 0,011 05
SBe | —0,020 0,010 —1,9 Ske| 0008 0010 07
SBul 0020 0012 17 SBe | —0,016 0010 -16
Stel 0014 0012 12 SBul 0010 0012 09
S| 0044 0013 35 Ske| 0001 0011 01
skl 0015 0010 15 Sk | 0001 0010 0,1
SSu| —0,005 0,010 —04 Sgu | —0,006 0,010 —0,6
Ske | —0,005 0,010 —0,5 Sge | 0021 0010 21
sBe| —0,010 0,010 —09 Sh.| 0007 0011 06
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Lm o L | L(m o L
sPe| 0,030 0010 3,0 Ske| 0012 0010 12
sBul 0016 0010 15 Sl 0029 0010 29
Sfe| —0,014 0,010 -14 S| 0036 0010 36
S| 0018 0011 17

Tras realizar los célculos matriciales, la diagonal principal de la
matriz N~! es

-1 -1 -1 -1

T n T n z n
Xpa 32-107° Xpy 32-107¢  Yp, 22-107°
XBo 37-107%  Yp, 38-107° X 42-107° Yi. 21-107°
Xge 68-107%  Yg. 35-107° Xp, 38-107° Yp, 48-107°
Xpe 47-107  Yg 33:107°®  Xj, 73-107% Yj, 50-107°

-1 -1

x n T n T n
Yga 0,7-10710 Yp, 1,2-10710 Ypo 1,4-10710
Yoy 1,1-10710 Yie 1,4-10710 Yge 3,7-10710
Ygy 1,3-10710 Yre 1,3-10710 T 1,3-10710
Los incrementos y valores ajustados son:
Az z (m) Az z (m)
Xga| 0,011 1195511 Xge| 0,018 953,151
Xpa| 0,000 906,604 Yge | —0,003 2597,214
Yp,| 0,003 2010,297 Xgu | —0,009 122,363
Xgo| 0,005 1235678 Ygu | —0,005 2446,427
Ygo| 0,012 2394,540 Xre | 0,002 334,427
Xie| —0,004 659,155 Yre | 0,003 2616,094
Yie| 0,005 2562,165 X | —0,019 117,747
Y, | 0020 2874117

| Az (rad) Az z
Yga | —3-107% —0%0002  2°3705
Ypu| —1-107%  0°0000 173°1185
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Az (rad) Az z
YBo | —13-107% —0°0008 69°4074
You| —8-107 —0°0005 326°4132
Yie| —6-107% —0%0004 375°0342
Yee | 16-107%  0°0010 283°5760
Ypu | —14-107°% —0%0009 77°3885
Yre | —3-107% —0%0002 310°1553
e | —4-107% —0°0003 3062955

Y por dltimo los residuos:

’Ul

v

’Ul

v v

LPu —16
Lk —038
Lk 08
LB 01
LB —0,9
L —01
LgY —0,2
LBu 06
LEe 06
Lgu 01
LB 0,0

—0%0050
—0%0010
0£0008
0¢0002
—0%0015
—0%0001
—0%0003
0¢0006
0%0011
0£0002
0¢0000

LB —20
LB 05
Ly 02
LS —1,0
LBu 1,0
LB 10
L —0,7
LEe —11
L& —0,5
L& —07
LPu —05

—0%0052 L§* 04

0%0007 LBu 06
—0f0001 LBa —12
—0%0018 Lk 12

0f0012 L —0,2

0%0025 LEu 17
—0%0011  LE —0,6
—0%0012 LB —05
—0%0006 L&, —0,1
—0%0012 L5, 1,1

—0%0007 LPo 17

0¢0005
0°0006
—0%0039
00019
—0%0003
0¢0032
—0%0017
—0%0006
—0%0002
00012
0°0027
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/

/

v v v v v v
Lo 05 0°008 LB —21 —0%0064 LB 0,0 —0%0001
Lfe 07 0°019 L% -1,0 —0°0016 LB 08 090013
LPu —20 —0%0032 LE® 09 0%0024 Lk 1,1 0%0033
LB 05 0005 LEv—0,1 —0%0001 LE° —0,1 —0f0001
Lw —1,1 —0%0022 Lk 07 o0%012 LE 06 090019
L —07 —0%0016 LB 1,1 0°011 LEY 1,9 —0%0022
LB 07 0%0007 L' 09 0°0014 LE —1,1 —0%0029
LB —15 —0%0050 LI 05 0%013 LB —1,1 —00009
L 04 0°0004 LR® 04 0°0005 L{Z —0,1 —0%0002
Lo 1,0 00022 Ly 03 0°0009

v\ v (m) v v (m) v v (m)
stu 00 0000 SBo —11 —0011 SYv 04 0,004
ske —06 —0006 SB¢ 14 0014 SB' —03 —0,004
sfe 04 —0005 Sp —07 —0,008 SE —05 —0,005
sSw 04 0004 Sk 08 0008 SB 05 0005
SBu 04 0004 SE 07 0008 Sk —09 —0,010
SQu 04 0004 Sk 00 —0001 SE —03 —0,003
SBu 02 0003 Sk 00 0000 S 02 0002
SBu 06 0007 Sk -17 -0018 S& 17 0,018
sbe —09 —0,009 SPu —09 —0,009 Sf¢ 07 0007
s 02 0002 Sk 02 0002 S§ —04 —0,004
Sk —1,0 —0,010

0

Tomar como valores aproximados los valores ajustados de un ajuste ante-
rior es la solucién mas facil. Por una parte los términos L ya dan una idea de
los errores cometidos y evita toda comprobacién preliminar de cierres. Ade-
mas los incrementos de los parametros resultantes son la diferencia entre los
resultados de ambos ajustes.
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8. Red con angulos, distancias y medidas
directas

En la red anterior, supo-
ner que ademads se tienen las
siguientes medidas directas:

Xpa = 6647,786,
Yg, = 507,476,
Xou = 5982,537,
You = 68,533,
Xju = 5290,103,
Yy, = 608,217;

con precisién ¢ = 1,2 cm.

a) Ajustar la red.
b) V.pag.103.

El tener observacion directa de seis coordenadas no aporta seis redundan-
cias més a la figura. Tres observaciones son necesarias simplemente para fijar
la figura en posicién, por lo que el aprote es en realidad el de tres observacio-
nes ([p. 80]).

a) El primer paso es calcular valores aproximados. Podemos obte-
ner unos a partir de los del ejercicio anterior mediante un giro y una
traslacién. Tomamos para ellos los valores ajustados en lugar de los
aproximados. Se puede calcular los parametros del movimiento em-
pleando todos los puntos, en este caso 3, pero dado que se trata de
valores aproximados es suficiente con tomar el conjunto minimo de
puntos: 2. Calculamos pues a partir de Ou y Ba, por ejemplo.

En el sistema de las coordenadas observadas,
Yba — You -, 065980,
XBa — Xou

En el sistema empleado en el ajuste anterior los puntos Ou y Ba estan
sobre un mismo eje X. Entonces el dngulo de giro a aplicar cumple
tana = 0,65982, de donde cosa = 0,83468 y sena = 0,55074 y la
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transformacion es

X1 = 0,83468X;, — 0,55074Y,
Y; = 0,55074X; + 0,83468Y>.

Al girar toda la figura un dngulo « también se gira con ella los orige-
nes de las lecturas angulares de cada estacién; es decir, la desorienta-
cién. Pero como el dngulo « lo estamos midiendo en sentido contrario
a las lecturas (giramos en sentido retrégrado), a todos los valores de
desorientacion hay que restar &« = arctan 0,65982 = 37°1306. Se obtie-
nen los valores siguientes:

X Y 2
Ba | —126,908 2363,087 3652398
Pu| -350,421 2177,253 135%9878
Bo| —287,367 2679206 32°2768
Ou| —792,157 1924,144 289%2826
Le | —860,895 2501,606 3379036
Be | —634,806 2692776 246°4454
Bu | —1245203 2109371 4092578
Fe | —1161,640 2367,780 273%0247
Ju | —1484,600 2463,813 269°1649

Falta aplicar una traslacion, que podemos calcular a partir de Ba:

Tx = 6647,786 — (—126,908) = 6774,694,

Ty = 507,476 — 2363,087 = —1855,611.

Con esto los valores aproximados para este problema son

Xo

Yo

p)

Ba
Pu
Bo
Ou
Le
Be

6647,786
6424,274
6487,328
5982,538
5913,799
6139,889

507,476
321,643
823,595

68,533
645,995
837,165

3652398
13549878

3242768
28992826
3379036
24684454
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| Xo Yo
Bu| 5529,492 253,760
Fe | 5613,055 512,169
Ju | 5290,094 608,202

TBuo = 4072578,
Sreo = 27350247,
Tjug = 269°1649.

En funcién de estos valores se calcula la matriz A, que ya es «com-
pleta» porque no hay ninguna coordenada fija: estan todas las colum-
nas. Ademas de las filas correspondientes a lecturas angulares y me-
didas de distancia existen las filas de las observaciones directas. Estas
son:

Uxg, = 0 — Azp,, vyg, = 0 — Aypa,
Uxo, = —0,001 — Az, Vyq, = —0,001 — Ayoy,
VX, = 0,009 — Al‘]u, vy;, = 0,015 — Ay]u‘

Los coeficientes a’ y L de las ecuaciones v’ los obtenemos dividiendo
por su oy, es decir, 0,012 m:

vé(Ba = 0,0 — 83Azg,, vy, = 0,0 —83Ayg,,
U;(Ou = —0,1 -83Az0y,, vy, = 0,0 —83Ayoy,
vé(Ju = 0,7 — 83 Azy,, vy, = 1,2 — 83 Ayyy.

Los términos L’ de las demds observaciones son los mismos que
los residuos del ejercicio anterior, por haber tomado los valores ajus-
tados de aquél como valores aproximados de éste, salvo por un giro
y una traslacién que no afectan a angulos y distancias.

En esta ocasién los términos de la diagonal de la matriz N~! son

z n-1 z n~1 T n-1 T n~1
Xga 59-107° Yg, 112107 Xp, 68-107° Yp, 99-107°
Xgo 102-107¢ Yg, 111-107® Xo, 71-107% Yo, 58-107°
Xie 76-107°% Yi. 68-107° Xpe 118-107° Yp, 90-107°
Xgy 71-107% Yg, 103-107® Xpe 69-107% Yg, 91-107°

Xju 64:107° Yy, 113-107°
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T n-1

T

n—l

Ypa 1,9-10710
You 2,2-10710
Ypy 2,3-10710

Ypy 2,2-10710
Yie 24-10710
Yre 2,3-10710

Los incrementos y valores ajustados:

Yo 2,5-10710
Yge 4,8-10710
S 2,0-10710

Az z (m) Az z
Xpa | 0,004 6647,790 Yie| 0,005 646,001
Yga | —0,003 507,474 Xge | 0,007 6139,896
Xpu | 0,002 6424276 Yge | 0,003 837,168
Ypy | —0,001 321,642 Xpy | 0,001 5529,493
Xpo | 0,007 6487,335 Yg, | 0,010 253,770
Yg, | —0,001 823,594 Xre | 0,004 5613,059
Xou | —0,001 5982,537 Yre | 0,009 512,178
You| 0004 68537 Xpu | 0,006 5290,100
Xre | 0,005 5913,805 Y, | 0013 608,215
Az (rad) Az z

Yga | 11-107% 00007 365°2405

Ypu | 11-1076 0°0007 135°9886

YBo | 11-107% 0%0007 32°2775

You| 11-107% 0%0007 289°2833

Yie | 11-107% 00007 3379043

Yge | 11-107% 0°0007 246°4461

Ypu | 11-107° 0°0007 40°2586

Yre | 11-107% 00007 273°0254

T | 12:107% 0%0007 2691656

Los residuos difieren poco de los anteriores:

v

!/

(2

!/

v v

’U/

(m)

(2

LPu —1,6 —0%0049
Lke —08 —0f0010 LB 05 00007

LB 20 —0%0053

Bu
LBa

LYY 0,4 0°0005
0,6 00006
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v

LEe 08 070008
L —0,2 —0°0002
LB —12 —0%0038
LB 01 0f0003
LYY —1,0 —0°0018
Lke 12 00019
v/ v v/ v v v
LB —09 —0%0015 LBY 1,0 00012 LE —0,2 —0%0003
L —01 —0%0001 LB® 10 0°0025 LR 1,7 090032
LYW —0,2 —0%0002 Lk —0,7 —0%0011 LB —0,7 —0%0017
LBu 06 0%006 L —1,1 —0%0013 L& —04 —0%0005
L&y 06 00012 L& —05 —0%0005 LL —0,1 —0%0002
L8 01 0002 L& —07 —0°0012 L% 1,0 0°0011
LPa 00 o0f0001 Lfv-05 —0f0007 LPS 1,7 070027
L% 05 00008 LPe —21 —0%0064 LBY 0,0 090000
Lfe 07 0%019 L% -11 —0°0016 LB 08 070013
LPu —20 —0%0032 LB 09 090024 LI 1,1 00033
LB 05 0%005 LL" —01 —0%0001 LE° —0,1 —0f0001
LOw —12 —0%0022 LL 07 0012 LE 06 090019
Ly —08 —0%017 LB 1,1 0°0011 LEY —1,9 —0°0022
LB 07 0%007 LS* 08 090014 Lk —1,1 —0%0029
LB 15 —0%0049 L{{ 04 0°0012 LP2 —1,1 —0°0009
Lt 04 0°0004 LR* 04 00005 L —0,1 —0%0002
Lo 1,0 00022 Ly 03 090008
v/ v (m) v v (m) v v (m)
St 0,1 0,001 Ske 12 0012  S{ —04 —0,004
stke 06 0007  SBe —13 —0014  SBu 03 0,004
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v v (m) v v (m) v v (m)

sfe 04 0005 SE 07 0009 SE 05 0005
SSw —04 —0,004 Sk —08 —0,008 SB¢ —0,5 —0,005
SBu 04 —0,004 Sk —07 —0008 Sh 09 0011
SQu —04 —0005 Sk o1 0001 SBE 03 0003
Spu —02 —0,002 Sk 00 0000 S& -02 —0,002
SBu —07 —0007 SE 17 0018 S& -17 —0,019
ste 09 0009 SPv 09 0009 S —07 —0,007
s —02 —0002 Sk —02 —0002 S§ 04 0,004
S 1,0 0,010

v v (m) v/ v (m) v v (m)
Xga —03 —0,004  Yg, 02 0,003  Xoy 0,0 0,000
You —0,4 —0,005 X 0,3 0,003 Y 0,2 0,002

b) Suponer que al cabo de un tiempo se vuelve a observar la red y
los valores observados son los que se muestran a continuacién.
Calcular con los nuevos valores.

Lgy =290°6007,  Lgg = 478607, LY = 29796288,
LLe = 346%6361, LB =371°4120, LB =320%5564,
LES =335%0485, L1 =339%4736,

LB2 — 31998622,  LBO =271%9670, LYY = 1308860,
L5 =200°0469, LB =231°9185,  LBY = 15991913,
LEe = 17856979, L} = 1797668,

LB — 13788210,  LEY=175%798, LYY = 205°2405,
Lke =248%6049,  LBe =270%2064,  LBY =233°5575,
LEe = 2459370,

L3 —=173%5850, L&Y% =177%5922,  LB° = 148%2357,
LY =108°1755,  LBY =35%4272, LEe = 66°5068,
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LBa = 2902058,
LES = 8°8689,

LB — 45%5389,
LYY = 8454526,

u

Ju _
L} = 3219207,

LB = 2270644,

LOY = 28287661,
L = 45%3755,

L2 = 2355501,
Li¢ = 22659833,

SPY = 290,664,
SES = 746,921,
SEe = 1034,741,

SBa — 290,673,
SEe = 604,798,
Ske = 833,322,

SB2 = 354,540,

LFe = 3354455,

LEY = 32194624,

LEY = 549218,
LEe = 950947,

LPY = 2416614,
LES = 20043195,

LY = 246°5910,
Lyv = 293¢0211,

SBO — 354,504,
SBe — 605,492,
S = 1361412,

SBo = 505,887,

SBe — 588,746,
Ju _

Spr = 1169,823,

SEY = 505919,

LY, = 5298649,

LPa = 17399702,
LY = 198°1312,
Lo = 142%9787,
LOY = 25455540,
LPe = 117¢4182,
LU — 311°4485,
L' = 3582422,

LBo = 2560433,

LBo — 25¢5753,
LEe — 379%6535,

LB = 20571895,
LPY = 3468877,

LOY = 27289817,
Lj¢ = 249%2385;
SO = 797,030,

SBu — 1146,718,

SOU = 509,126,
SBu — 897,383,

SQU = 908,254,
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SEe = 600,373,
SEe — 928,082,

S& = 797,015,

S&, = 581,535,
Ju _

S, = 877,922,

SBa — 746,916,
SOU — 581,550,
SFe — 329,188,

SB = 605,522,
SEe = 296,066,

SBA = 1146,746,

SO = 489,439,
Ju _

Sy, = 427,706,

SBa — 1034,734,
SO = 577,360,
I = 336,948,

Sp2 = 1361415,
S = 624,862,

SBe — 347,707,

SEu = 509,136,
Seu = 489,471,

SPY = 604,805,
SPe = 296,065,
Sl = 624,853,

SEY = 588,747,

Shu = 897,351,
SEe = 549,118,

SPu = 833,298,
SE¢ = 329,190,

Spy = 1169,825,
Spy = 427,716,

SBU — 1114554,

S& = 908,250,
S&, = 577,355,

SBO — 600,402,
SPY = 549,161,

SBC = 347,745,

SBo — 1114,558,
SEe = 271,607,

SBo — 928,052,
SBY = 271,595,

Sjwt = 877,914,
Sje = 336,944;

Xpa = 6647,774, Yg, = 507,465, Xou = 5982,533, You = 68,526,
Xju = 5290,108, Y}, = 608,208,

b) Sirven los mismos valores aproximados que en el cdlculo anterior,
y en consecuencia también las matrices A y N, y lo que es mds impor-
tante, la matriz N~1. Los valores aproximados de las observaciones
también son los mismos y en consecuencia solamente hay que calcu-
lar los vectores L y L', el producto A’TL’ y el vector X,. También po-
driamos tomar los valores ajustados, lo que no afecta a las matrices.
Dado que esto es lo que hicimos en los ajustes previos, tomaremos
ahora los valores aproximados.
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SOu = 797,023,
SBU — 1146,732,

SBo = 505,903,
SBe — 588,746,
Ske = 833,310,

SOU = 908,252,
SBY = 1114,556,

S&, = 581,542,
Ju _
S, = 877,918,

SBe — 296,065,
Ju _
Si. = 624,857,

Ske = 271,601,

Comenzamos al igual
que en el ejercicio anterior
promediando las medidas
de distancia reciprocas y to-
mando los valores resultan-
tes como las observaciones
originales.

SPU — 290,668,
SBo — 354,522,
SLe = 746,919, SBe — 605,507,
ste =1034,737, Sk =1361414,

SO = 509,131, Ske = 604,801,
SBu — 897,367,

Sk =1169,824,

SES = 600,388, SBe — 347,726,
SEe = 928,067,

Sgu = 489,455, S& = 577,357,

Los vectores L y L’ son

L L/

SPY = 549,140, Spe = 329,189,
Ju _ Ju _
Sy, = 427,711, Spa = 336,946.
L L L L

LEY —0%0028 —0,9
Lte 00012 0,9
LEe —0%0004 —0,4
LPo —0%0005 —0,3
LBe —0%0014 —0,9

LB 00026 1,0 L —070007 —0,6
LBe —0%0022 —14 LB —0%0007 —0,8
Ly —0°0009 —1,1 LB 0°%067 2,1
LE —0%0015 —0,8 L& —0%0004 —0,3
LBu —0f0004 —0,4 LE 00000 0,0
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L L L L/ L L/
Lp —0°0004 —04 LB —0°0002 —0,1 LR* 0°0012 07
LQw 0%0013 1,2 LLke —0%0008 —0,5 LB —0f0020 —0,8
LBu 0%0001 0,1 LE —0%0012 —1,1 L& —0%0018 —1,4
Lge —0%0006 —0,3 LB 00023 21 L&, 090007 04
LPa —0%0009 —0,7 LF% —0%0004 —0,3  LP° —0%0002 —0,2
LOv 00001 01 LPe 00064 21 LPv 0%0020 1,1
Lfe 0%027 10 L —0°0014 —09 LB —0%0028 —18
Lfu 0f0001 01 LB 0f0035 1,3 LL —0%0011 —04
LB —0f0002 —0,2 LL" o0%0001 01 LB —0f0011 —1,1
Lu 00026 13 LL 00024 14 LE 00003 0,1
Ly —0°0038 —1,8 LE® 0°0004 04 LP* 00003 0,3
LB —0%0008 —0,8 LY+ 00011 07 Lk —0%0022 —0,8
LB 0%0014 04 L. 0%002 01 LB 0%0006 07
L 00009 10 LR* 09002 02 Ly 0°010 07
Lpo 0°0036 17  Ljg 0°0034 13
L({m) L L(m) L L(m) L
Sfu —0,006 —0,6  SEo 0011 1,1  S§v 0012 11
Ske —0024 —23  SBe —0013 -12  SBu 0017 15
Sfe 0,004 —04  SF —0009 —07 S 0006 06
sSw 0019 19 Sk —0003 —03  SBe —0013 —13
SBu 0014 12 Sk 0017 16 S 0004 03
Sgu —0,005 —05  SE —0,009 —0,9  SBe 0022 22
St 0033 28 Sk -0017 -15 Sk 0004 03
SBu 0007 06 SE, 0010 09 S5 0011 1,0
spe —0,013 -1,3  SPv 0012 12  Sf¢ 0013 13
s 0008 08 Sk 0017 17 Sy 0004 —04
S 0010 1,0
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L(m) L
Xp, —0,012 —1,0
Yg, —0,011 —0,9
Xou —0,0056 —04
You —0,007 —0,6
Xju 0013 1,1
Y, 0006 05

Empleando las matrices del
apartado anterior obtenemos los vectores AL/ y X, = NTATL.
Este ultimo y los valores ajustados son

Az z (m) Az z (m)

Xpa | 0,000 6647,786 Xge | 0,005 6139,894
Yga | —0,011 507,466 Yge | —0,017 837,148
Xpu| 0,004 6424,278 Xpu | —0,012 5529480
Yp, | —0,005 321,637 Ypy,| 0,004 253,764
Xpo | 0,013 6487,341 Xpe | 0,004 5613,059
Ygo | —0,008 823,587 Yre | 0,005 512,174
Xou| —0,006 5982,532 Xju | 0,002 5290,096
You| —0,009 68,524 Y| 0,008 608,210
XLe | 0,014 5913814

Yie| 0,000 645,995

Az (rad) Az z

Yga | 22-107% 0°0014 365°2412
Ypy | 15-107° 0°0009 1359888
YBo | 17-107¢ 0%0011 32°2779
You| 9-107% 0°0006 289°2832
Yre | 20-107% 0°0013 3379048
Yge | 4-107° 0°0003 246°4457
Ygu | 23-1076 0°0014 402593
Yre | 17-107% 0°0011 273°0258
T | 0-107% 090000 2691649

108



Red con dngulos, distancias y medidas directas

Los residuos en esta ocasion son

!/

!/

v v v v v v
LPv —05 —0%0017 LB 06 0°0016 L§* 02 070003
Lke 1,1 0%0015 LB —03 —0f0005 LB —0,3 —0°0003
Lk 00 00000 L —05 —0°0004 LB 24 0°0074
LB —04 —0%0007 LS“ -04 —0%0008 Lk —0,3 —0%0005
LB 01 o0%0001 LBY-—02 —0%0002 LE 0,1 070001
L —0,1 —0%0001 LB —05 —0°0014 LEY 06 0°0012
Lw 12 00014 Lk —0,3 —0%0005 LB 03 090007
LBu —0,1 —0%0001 LE —1,1 —0%0012 L& —1,3 —0%0015
L&u —0,1 —0%0002 L& 1,7 0%0018 L& —0,7 —0%0011
LB 06 0°%011 LF -10 —0°0016 L% 03 00004
LB —06 —00008 LPv —0,1 —0f0002 LP° 02 00003
Lo —06 —0%0009 LB 20 0%0063 LP* 04 070007
Lfe 08 0022 L% —06 —0°0010 LE —1,4 —0°0023
Lfv 06 0%0010 LB 21 090054 Lk —0,7 —0%0022
LB 03 0%003 LL* 07 0%008 LB —1,0 —0%0010
Lu 1,4 00026 LL 08 0014 LE —05 —0°0017
Ll —2,0 —0%0043 LB 05 00005 LEY 05 0°0006
LB —0,8 —0%0008 LE* 02 090003 LL¢ —1,0 —0%0029
LB —03 —0%0010 L{{ 04 00010 LP2 —0,3 —0°0002
L 03 09003 LR*-1,0 —0°0011 L 01  0%0002
Lo 08 0°017 L2 12 0°0031

v v (m) v v (m) v/ v (m)
sfv 00 0,000 Sfe 15 0015 SQu 0,7 0,007
ske —1,1 —0,012 SBe —0,5 —0,005 SBu 0,8 0,009
Sk —0,1 —0,001 S 0,7 —0,009 SEe 0,7 0,008

109



Red con dngulos, distancias y medidas directas

v v (m)
SSu 08 0,008
ske 02 0,002
SBe —0,3 —0,003
SBu —0,1 —0,001
Ske 1,3 0,015
Sk —0,1 —0,002
Sgu —1,5 —0,017

v v (m) v v (m) v v (m)
ske —05 —0,006 SBe 14 0014 SB* 16 0,018
Ske —1,9 —0021 SE, —03 —0,003 SBY —04 —0,004
Sfe 05 0005 S& 06 0007 SPE 05 0005
sPu 03 —0,003 SF& 06 0006 S —04 —0,004
Ske 1,1 0011 Sp 01 0001 SE 07 0007

v\ v (m) v v (m) v v (m)

Xpa —1,0 -0,012 Y, —0,1 —-0,001 Xo, 01 0,001

Yoo 02 0002 X, 09 0011 Yy —-02 -0,002
i

La maxima diferencia entre esta solcuién y la anterior en una coordena-
da es de 0,020 m, en concreto en Yg,, y de 0°0007 en las desorientaciones,
diferencia que con uno u otro signo se da entre varias.

Salta a la vista el hecho de que las diferencias en Y de esta solucién res-
pecto a la anterior son todas negativas. La fijacién de la figura en posicién
viene dada exclusivamente por las observaciones directas de coordeadas. En
el segundo conjunto de observaciones las coordenadas Y son las tres al menos
6 mm menores que sus respectivas del primero, lo que da lugar a la diferencia
en los valores ajustados. Una diferencia constante indicaria un desplazamien-
to. Si queremos ver cudnto ha variado la figura en forma hay que atender a
la «diferencia de diferencias». Ahora la variacién en las coordenadas Y es me-
nor, de 16 mm, mientras que en X es de 21 mm, bastante mayor que la mayor
diferencia absoluta.
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Anélogamente, una diferencia constante en las desorientaciones indicaria
un giro (lo que también se puede ver a partir de las coordenadas). Parece que
en esta ocasion las discrepancias en los conjuntos de observaciones directas
no inducen ningtn giro.

Estos giros y desplazamientos muestran el hecho de que en una estima-
cién se obtienen unos valores que no coinciden con los reales, y si un conjun-
to de magnitudes se observa mas de una vez los valores ajustados de ellas
obtenidos serdn distintos y, especialmente si el ntimero de redundancias es
pequefio, podran aparecer aparentes discrepancias sistemédticas que en reali-
dad no lo son. En este ejercicio la redundancia de la figura en cuanto que
independiente de su posicién en un sistema de coordenadas absoluto; esto
es, en cuanto a figura como tal, es elevado, pero en lo que respecta a su po-
sicionamiento, con sélo tres puntos medidos, es muy bajo. Habiendo sélo
tres coordenadas Y no es extrafio que las tres segundas observaciones sean
menores, o las tres mayores, que las primeras, y de no serlo las Y podrian
haberlo sidos las X, o el giro (p. €j., respecto a su centro de gravedad). Sirva
este andlisis para incidir en que cuando hay poca redundancia no se deben
buscar interpretaciones a los residuos y, en general, no olvidar nunca que el
azar puede ser caprichoso.

9. Cuadrado pequeiio

La figura adjunta, que no estd a es-

C cala, muestra el siguiente trabajo: con

el objetivo de obtener coordenadas de

las esquinas del cuadrilatero interior

<4 1,2,3,4, en donde no se puede estacio-

nar, se plantea un cuadrildtero exterior

auxiliar que es observado y desde el

243 cual se observa a los puntos interio-

res. Las medidas de distancia, prome-

B  diadas ya las reciprocas (es decir, que

A habia por ejemplo distancias medidas

deAaBydeBaA,yelvalor que a

continuacién se muestra como distancia de A a B es la media de am-
bas) son:

SB — 18,128, S§ = 25,8555, SR = 18,197,
S§ = 18,417, SP = 25,799, S2 = 18,311.
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La precisién de las medidas origi-

C naleses 02 = 0,003*+ (8-107°S)? (m).
D Las lecturas angulares son
B 8 C
< L} =93%7764, LS = 433041,
LY =393%2093, L} = 36179,
2 8 3
7 13 =4251603, L3 =50°2904,
L4 =216°9654, LS = 317°0301,
B LD = 2668003, 13 =259°1981,
A L} =264°9781, Lg = 27259414,

L& =205°1953, L& =155°7320, L2 = 2548936,
L& =212°1674, LY =198°7054,  L¢ =204%4636,
LA =2468207, LB =1972215,  L§ =146%6131,
LL =1972531, 13} =198%6961,  Lf = 191°1906;

con una precisién tal que hay una probabilidad del 96 % de que el
error sea menor que 0°0006.

Obtener unas coordenadas ajustadas para los puntos 1,2,3,4 en
un sistema arbitrario.

O En las precisiones de las medidas longitudinales la componente
proporcional a la distancia es totalmente despreciable. Para una dis-
tancia de 26 m da lugar a un valor s = 3,01 mm. De modo que
despreciaremos esa componente y, para las distancias promedio, la
precisién es 0g = 3 /V2 = 2,1 mm.

Se podria estonces, en las distancias promedio, redondear al milimetro
ignorando los medios milimetros. El error de redondeo es una distribucion
constante que tiene por varianza (cf. [p. 37]) ¢ = 1/4/12 mm. Su composi-
cién con 2,1 mm da como resultado 2,1 mm. Es decir, que el redondeo no
afiade error apreciable. En general, aun cuando la desviacién tipica de unas
observaciones es de s6lo dos unidades, el error de redondeo es asumible y
hasta despreciable. Incluso si o es igual a una unidad, su composicién con el
redondeo da lugar a ¢ = 1,05, que no es un aumento significativo.

Dado que el enunciado proporciona los promedios de las distancias con
medios milimetros (aunque sélo en una ocasién el redondeo haya sido al
medio milimetro, pero esto es una cuestioén de azar), mantendremos esos va-
lores.
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Para las observaciones de lectura, la indicacién sobre su precision
viene a decir que 201, = 00006, de donde o = 0°0003.

Hay que escoger los pardmetros fijos. Han de ser tres: bien dos
coordenadas y una desorientacién o bien tres coordenadas.

Es una costumbre muy extendia tomar las coordenadas y desorientaciéon
de un punto. Se suele proceder de esta manera porque se piensa que asi se
pueden ir calculando los valores aproximados facilmente comenzando en ese
punto. Esto es una verdad a medias, pues si bien es cierto que si se pueden
ir calculando los valores aproximados a partir de ese punto, nada impide
hacerlo también aunque las coordenadas que se eligan como fijas sean otras.
En el momento de elegir los pardmetros que se tomardn como fijos no es
necesario elegir su valor, sino que se pude hacer a posteriori:

Los valores aproximados se calculan de cualquier manera, y una
vez calculados se escogen como fijos los que se desee.

Para poner de manifiesto este principio elegiremos como fijos las
coordenadas del punto 1 y la desorientacién en C. Podemos empe-
zar a calcular a partir de A, por ejemplo. Le daremos coordenadas
(10,10). Para que la orientacién de la figura coincida aproximada-
mente con la representada en el dibujo tomaremos, basdndonos en
el gréfico y en las lecturas desde A, £, = 0°00 (otra vez, una casua-
lidad). Teniendo desorientaciéon en A podemos radiar los puntos B,
Cy D, y con las lecturas desde estos a A calcular desorientacién en
ellos. Una vez que se tiene coordenadas y desorientacién de todos los
puntos exteriores se calculan coordenadas de los puntos interiores
por interseccién directa. Conviene no tomar puntos diagonalmente
opuestos para la interseccion directa, pues el dngulo de interseccion
es pequefio y el error en el punto calculado puede ser importante;
por ejemplo, no calcular las coordenadas de 1 por interseccién a par-
tir de A y C. De todos modos hay que tener siempre presente que lo
que estamos calculando son valores aproximados, y unos valores de
baja calidad en el peor de los casos supondran la necesidad de llevar
a cabo mads iteraciones, y normalmente sélo una maés.

Los valores que se obtienen (depende de cémo se hayan tomado
las intersecciones directas) son, por ejemplo:

Sa = 090000, Xa = 10,000, Y, = 10,000,
Y5 = 7658110, Xp = 28,041, Yg = 11,769,
Y = 381088, Xc = 26,262, Yc = 30,101,
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Yp = 3463886,

b C Xp = 8,063, Yp = 28,094,
X, = 16,926, Y, = 20,845,
<1 X, = 16,896, Y, = 18,845,

X5 = 18,896, Y; = 18,815,
X, = 18,925, Y, = 20,816.

De estos se tomaran Xi, Y1 y X¢
B como fijos, definitorios del sistema de
A coordenadas, y los demds como valo-
res aproximados.
Los valores aproximados de las magnitudes medidas y los valo-
res L son

Obs. Apr. L L (rad)
LB | 937764 937764 00000  0-107°
LS| 433041 433041 00000  0-107°
LD | 3932093 3932093 00000  0-107°
LL| 36°1796 361801 —0f0005 —8-107°
L% | 4251603 42°1603 00000  0-107°
L3 | 502904 502904 00000  0-107°
L§ | 21659654 2169654 00000  0-107°
L§ [ 31750301 3170292  0f0009  14-10°°
LD | 2668003 266°8017 —0°0014 —22-107°
L2 | 2591981 25991981  0%0000  0-107°
L3 | 2649781 264°9781  0°0000  0-10°°
L} | 27299414 27299446 —0°0032 —50-107°
L& | 2051953 2051953 00000  0-107°
L2 | 1557320 155°7314  0°0006  9-107°
L2 | 2548936 2548976 —0°0040 —63-107°
L& | 21281674 212°1674 00000  0-107°
L3 | 1987054 1987051 00003  4-107°
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Obs. Apr. L L (rad)
L¢ | 204°4636 2044636 00000  0-107°
L{| 24678207 246°8207 00000  0-107°
LB | 197%2215 19792241 —0°0026 —41-107°
LS| 146°6131 1466178 —0°0047 —74-107°
LY | 19742531 197¢2531 00000  0-107°
L3 | 2050700 2050736 —0°0036 —56-10"°
L} | 19191906 1911906 00000  0-107°

Obs.  Apr. L (m)
SB| 18,128 18,128 0,000
s§ | 25856 25856 0,000
SR | 18,197 18,197 0,000
S| 18417 18,418 —0,001
SP1 25,799 25,800 —0,001
SP| 18311 18,310 0,001

Se calcula la matriz A como de costumbre. Pasamos de las ma-
trices Ay L a A’ y L’ dividiendo cada fila por su desviacion tipica:
00003 = 5-10° rad para las medidas angulares y 0,0021 m para las
de distancia. El vector L es

L L/ L L/ L L/
LB 0fo000 00 LS 0f0000 00 LR 0%0000 0,0
Ly —0f0005 —-1,8 Li 00000 00 L3 0%0000 0,0
L§ 00000 00 L§ 00009 3,0 LE —0°0014 —4,7
L3 0%0000 00 L} 0000 00 L§ —0%0032 —10,7
L& 0f0000 00 L& 0f0006 2,0 L2 —0°0040 —13,4
L& 0%0000 00 LE 0%0003 1,0 L& 00000 0,0
L4 0°0000 00 LB —0%0026 —7,7 LS —0°0047 —13,8
Ly 00000 00 L% —0%0036 —105 L{ 090000 0,0
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C Lm
D SB 0,000 00
! s§ 0000 00
1
SR 0,000 00
c _
% s§ —0,001 —03

SP —0,001 —04

B S2 0001 05
A
Una vez hechos los cilculos matri-

ciales la diagonal principal de la matriz N~! es

-1 -1 -1 -1

z n z n T n T n
Xa 9:-1008 Y, 20-107% X 21-107% Y 15.10°8
Xc 151078 Yc 151008 Xp 14-108% Yp 9.10°8
X, 05-107% Y, 1,3-107% X3 12:107% Y3 1,3.-10°8
Xy 1,3-100% Y4 05-1078

Los incrementos y valores ajustados son

Az z (m) Az z (m)

Xa | 0,0005 10,0005 Xz | 0,0005 16,8968
Ya| 0,0005 10,0005 Y, | 0,0006 18,8451
Xg| 0,0006 28,0420 X3 | 0,0005 18,8963
Yg| 0,0005 11,7699 Ys| 0,0005 18,8156
Xg| 0,0007 26,2629 Xg| 0,0001 18,9253
Yc| 0,0008 30,1017 Y4 | —0,0001 20,8158
Xp| 0,0007 8,0633

Yp | —0,0004 28,0932

| Az (rad) Az z
Ya| 1-107%  0,0001  0°0001
Yp| —4-107°% —0,0003 76°8107
p| 9-107%  0,0006 346°3892
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Asi pues la solucién pedida es

X1 =16,9260, Y7 =20,8450, X, =16,8968, Y, = 18,8451,
X3 =18,8963, Y3 =18,8156, X, = 18,9253, Y, =20,8158.

Los residuos son

v’ v v v v v

L2 07 0002 LS —0,1 00000 L§ —0,8 —0°0002
LL 04 0001 L% —-01 0%000 L3 00 0%0000
L4 —06 —00002 L§ —0,1 0%0000 LE 00 090000
L2 —06 —0°0002 L3 00 0000 L% 13 00004
L& —04 —0°0001 L& —02 —0°0001 L2 0,0 00000
LL 04 00001 L% 00 0%000 L& 02 090001
L4 08 0002 LB —1,1 —0%0003 LS —04 —0°0001
Ly, 01 00000 L& —06 —0°0002 LE 1,3 0°0004

v v (m) v v (m) v/ v (m)

s8 —01 0,000 s§ —0,2 0,000 s® 04 0,001

s§ —04 —0,001 SP —0,1 0,000 s2 04 0,001
a

El calculo de regiones de confianza se llevard a cabo en el capitulo si-
guiente, pero analizando la geometria del problema el lector deberia darse
cuenta de que la precisién de los puntos del cuadrado pequefio serd submili-
métrica. No estd tan claro sin embargo cémo serd la de los puntos exteriores.
Adelantamos que es submilimétrica también. Esto implica que la precisién
de las distancias ajustadas, y con ella la de los residuos, serd submilimétri-
ca. Sin embargo, si en los valores obsevados son despreciables las décimas
de milimetro, tampoco tiene sentido darlas en los residuos. Planteando un
ejemplo exagerado, si en este trabajo se afiade una medida de distancia muy
basta entre dos de los puntos que intervienen, con precisién de medio metro,
al tener las coordenadas ajustadas precisiéon submilimétrica también tendra
esa precision el valor ajustado de la distancia medida, pero no tiene sentido
dar esos decimales para su residuo.
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1 1. Distribucién normal multidimensional

a) Construir una distribucién para un par de variables aleatorias
de manera que cada una de ellas siga una distribucién normal,
su correlacién sea cero y no sigan en conjunto una distribucién
normal bidimensional.

b) ;Existen variabes aleatorias (x,y) de manera que x ~ N, y ~ N,
x e y sean indpendientes y (x,y) % N?

c) Demostrar que si un conjunto de variables sigue una distribu-
cién normal multidimensional entonces cualquier subconjunto
de ellas sigue también una distribucién normal multidimensio-
nal.

a) Partiremos de una distibucién normal bidimensional y la modifi-
caremos de manera que no se alteren las distribuciones individuales
dexey.

Para ello recortamos una “porciéon” de la distribucién y la coloca-
mos en otro sitio. Sea fj la funcién de densidad de una distribucién
normal bidimensional. En el cuadrado [xo, xg + ] X [yo, yo + h] dis-
minuimos fy en una cantidad constante, y esa probabilidad recortada
la colocamos en [xg, xg + h| X [yo — h,yo]. De esta manera la distri-
bucién de la variable x no se ha alterado, pero si la de y. Si ademds
recortamos una porcion igual en [xo — h, yo — h] X [x0, yo] y la move-
mos a [xog — h,yo] X [xo,yo + h], tanto las distribucién de x como la
de y siguen siendo normales.

El proceso anterior da lugar a una correlacién distinta de cero en-
tre x e y. Si por ejemplo xg = 0 e yg = 0, se disminuye la probabilidad
de los cuadrantes primero y tercero y se aumenta en el segundo y en
el cuarto, lo que genera una correlacién negativa. Invirtiendo los cua-
drados en los que la probabilidad se aumenta y aquellos en los que
se disminuye, la correlacién generada serd positiva. Aumentando el
valor de /1 la correlacion creada aumenta, al igual que al aumentar la
altura (densidad) del prisma recortado. Entonces con un mayor va-
lor de h y uno menor de altura se conseguird una correlacién igual.
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Por lo tanto es posible combinar dos procesos de desplazamiento, sin
que uno sea uno el opuesto del otro, de manera que la correlaciéon
resultante siga siendo cero.

b) Lo pedido en el apartado b es imposible. Si dos variables son inde-
pendientes su distribucién conjunta se puede escribir, por definicién
(Ip- 16]), de manera f(x,y) = fx(x)fy(y). La hipétesis es que x ~ N
ey ~ N, de donde f(x,y) es una normal bidimensional.

c)Sea X = (x1,...,x,) el conjunto de variables que sabemos siguen
una distribucion normal multidimensional. Sean X; = (x1,...,%r) y
Xo = (%441, ---,%n), de donde

X = (X] Xz) = (xl,...,xr,x,+1,...,xn).

Se trata de demostrar que las variables X; siguen una distribucién
normal multidimensional.
La distribucién de las X es (podemos suponer media cero)

x X'E7X, (10.1.1)

La distribucién de X1, en caso de ser una normal ha de ser necesaria-
mente

o XIZn X, (10.1.2)

Esto lo emplearemos mas adelante.

Se puede demostrar lo que pide el enunciado de diversas maneras.
Existen otras mas elegantes, pero la que presentamos a continuacién
es sencilla.

La funcién f(xi,...,x,) la obtenemos integrando (10.1.1) para
unos valores concretos de las variables X;. Las variables de integra-
cién son X,. Sea N = £71; as pues,

_ Nip le)
yl=N= )
(NIz Na»

Con esta notacion

T T T
f(Xl) ~ /e*(xlN”Xl+2X1N12X2+X2N22X2) dX2
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En esta integral X; es constante, de donde
F(Xq) o ef(XlTN“X])/ e~ (2XIN12Xo +X] NooXa) dX,.

Podemos realizar un giro en las variables X, de manera que las
nuevas variables sigan distribuciones independientes, y esto no altera
la distribucién de las variables X;. Es decir, podemos suponer que
Ny es diagonal. No es posible extender esto a toda la matriz N. En
ese caso estarfamos obteniendo las variables independientes Y tales
queY = Q™, olo que es lo mismo Y = QX, siendo Q una matriz
ortogonal. De esta manera estariamos combinando las variables X;
con las X, y no existe una correspondencia entre (y1, ..., y,) y X; por
una parte, e (Yy11,-..,Yn) y X2 por otra. Si que se cumple no obstante

X; = AY, (10.1.3)

siendo A una matriz r X n, lo que puede tomarse como origen para
otra demostracién.

Podemos ademas escalar cada variable X, de manera que la ma-
triz Ny, ademds de diagonal sea identidad. En ese caso el valor abso-
luto del exponente en el integrando es

n

> (axi+x7),

i=r+1

en donde los coeficientes a; vienen del producto XIle.
El anterior sumatorio lo podemos escribir como

n

> ((xi+a;)* —a?), (10.1.4)

i=r+1

y la integral queda reducida al producto de integrales simples

<e+”3+1 /B(XT“+”’“)2dxr+1> <€+”3l /e(xrﬁ”n)zdxn).

La funcién que aparece dentro de cada integral es, salvo por una cons-
tante que es siempre la misma, una distribucién normal unidimensio-
nal. Es decir, el valor de las integrales es siempre el mismo. Segtiin
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esto la funcién f(X;) queda
F(Xq) o e~ (XINuXi) o3 a?-

Los coeficientes a; son los elementos del vector fila XIle, de don-
de
> aF = X{Npp(X{N2) " = X[Np,N]X.

Finalmente f(X;) es

F(Xq) o e X (Nu=Ni2Np)Xp (10.1.5)
0

Si no hubiésemos eliminado Ny, la matriz que resultaria en el exponen-
te es
Nij; — NipNy'NT,,
que es la expresion general. Ahora bien, segiin (10.1.2) esta matriz es Zfll, o
lo que es lo mismo 217 = (N7 — leNgleIz)*l; es decir,

(N"D)11 = (Ni1 — Ni2Npy!Npy ) 71, (10.1.6)

que es la expresion de la inversiéon de una matriz por bloques.

2. Poligonales concurrentes

a) Con los mismos datos
que en el ejercicio del
capitulo anterior, cal-
cular las preciones de
los valores calculados
de todos los pardme-
tros, a saber, las coor-
denadas de todos los
puntos excepto A, F,
G, L, y las desorienta-
ciones de todas las es-
taciones.
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b) Calcular cuéles serian
las precisiones si la es-
tacion D se elimina y
en su lugar se visan
los puntos C, J, E, I co-
mo se indica en la fi-
gura.

a) Los valores pedidos
se obtienen directamen-
te de los elementos de
la diagonal de N1, que
ya estdn calculados. Co-
mo se dividi6 cada ecua-
cién por su desviacién ti-
pica no hay que aplicar
ningtn o¢y. Daremos valores de 20. Recordamos que los elemen-
tos n~1;; son valores de c2. Ademas, los valores obtenidos para las
desorientaciones estardn en radianes y serd necesario pasarlos a gra-
dos. Por ejemplo, el valor que se muestra para X; se obtuvo como

200/ 72V 7’17117’17.

X 20y X 20y X 20y X 20y

Xg 0,010 Yg 0,007 Xc 0,011 Yc 0,009
Xp 0,009 Yp 0,008 Xg 0,009 Yg 0,006
Xg 0,005 Yy 0,010 Xy 0,008 Y; 0,011
X; 0,008 Y; 0,011 Xx 0,006 Yx 0,010
YA 0%0016 Yg 0%0032 Yc 090034 ~p 0%0030
Y 0°0038 g 090020 Yg 0%0017 Yy 0°0051
¥r 0°0055 2 00044 Yk 0%0042 ¥, 0°0017

b) El enunciado no da los valores de las observaciones, y es que son
necesarias para calcular las precisiones. Estas vienen dadas por la ma-
triz N, que depende de la matriz A que a su vez queda definida por
los valores aproximados, y no son necesarios para nada los valores
observados. Las ecuaciones de las nuevas observaciones se obtienen
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igual que cualquier otra, salvo porque el término L no se obtiene:

vy =L — (—0,0040AXE — 0,0052AYE + 0,0040AXj + 0,0052AY]),
E

vy =L— (0,79AXg — 0,61AYg — 0,79AX] + 0,61AY}),
E

Las distancias de las nuevas visuales, necesarias para calcular los
valores de o, son

SL=142298, SF=150905, S} =127348, S|=121712.

Los valores de ¢ para las nuevas observaciones son los siguientes.
Para las lecturas angulares estan expresados en radianes:

L o1, L o1, L Uy L Uy
Ly 28-10°° Ly 25-10°° LF 24.10°¢ LE 25-10°°
LL 241006 LL 27.10¢ LF 27.107¢ LC 28-10°6
SL. 0,0062 S;' 0,0063 SL 0,0062 S& 0,0062

Se obtiene la matriz A pesada, la matriz N y su inversa. Se toman

los elementos de su diagonal y se calcula 2V ngl. Ademas, al igual
que antes, para pasar los valores de precision de las desorientaciones
a grados se multiplican por 200/ 77. Se obtienen los siguientes valores:

X 20y X 20y X 20y X 20y

Xg 0,009 Yg 0,007 Xc 0,009 Yc 0,008
Xg 0,008 Yg 0,006 Xy 0,005 Yy 0,009
X; 0,007 Y; 0,008 Xy 0,007 Y; 0,008
Xx 0,005 Yx 0,009

YA 0%0016 Yg 00031 Yc 0%0028 Y 0°0027
Tk 0%0020 Yo 0°0017 Yy 0%0049 ¥ 0%0031
% 00025 Yk 0%0040 ¥, 0%0017

0

Se puede ver que algunos valores han disminuido, en especial los de las
desorientaciones de los cuatro puntos centrales. Pero mds importante atin
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que esa disminucién es el hecho de que se ha evitado una estacién. Asi, si
queremos cruzar dos lineas y la estacién central no es necesaria para nada
mads que la propia red, es mejor prescindir de esa estacién y enlazar las cuatro
adyacentes como se ha hecho en este ejercicio siempre que sea posible.

3. Linea altimétrica

Se lleva a cabo una nivelacién geométrica desde un punto A de
altura conocida igual a 100 m hasta un punto B. El error mayor en
cada lectura es el de redondeo al milimetro. Desde A hasta B hay un
total de 15 niveladas.

a) Obtener la precisién de la cota del punto B.

Se vuelve desde B hasta A por una camino que sigue aproximada-
mente la linea de ida, y se obtiene un error de cierre de 4 mm.

b) (Es el error de cierre aceptable?
c) El error de cierre se repate por igual entre todos los tramos de
nivelacion. Obtener la nueva precisién de B.

Supongamos que en la zona en que se encuentra el punto B hay
otro punto C, de modo que para dar cota a la zona de trabajo se em-
plearan los puntos B y C. El punto C también forma parte de la linea
de nivelacién y se encuentra 3 niveladas antes que B segtin se vino
desde A.

d) Obtener la precision del punto C suponiendo que en la linea de
vuelta no se pasé por C.

e) Obtener la precisién del punto C suponiendo que en la linea de
vuelta se pas6 otra vez por C.

f) Obtener la precision del desnivel entre B y C en ambos casos.

a) La desviacion tipica de un error de redondeo es o = 1/4/12. Cada
nivelada consta de dos observaciones, de modo que la precisién de la

cota de B es o = v/30/v/12 = 1,6 mm.

b) El error acumulado en la ida y en la vuelta se ajusta a una de-

viaciéon o = v/60/v/12 = 2,2 mm, por lo que un error de 4 mm es
aceptable.

124



Linea altimétrica

¢) Interpretar una linea de nivelacién como de ida o de vuelta es
algo puramente convencional, asi que podemos pensar que lo que te-
nemos son dos lineas A-B que dan dos desniveles que se diferencian
en 4 mm. Tenemos entonces dos desniveles con una diferencia tole-
rable y una precisién cada uno de 1,6 mm. La precisién del desnivel
promedioes 1,2/ V2 = 1,1 mm.

El desnivel promedio es lo que se obtendrd para B si se reparte el
error de cierre entre todas las niveladas porque B se encuentra a la mi-
tad del camino ida-vuelta, y en consecuencia las niveladas anteriores
recibiran una correccién total de 2 mm y otro tanto las posteriores.

d) Si la linea de vuelta no pasa por C lo que hay son dos lineas des-
de A, una de 12 niveladas y otra de 18; es decir, 24 y 36 observaciones
respectivamente. Llamamos H; y H; a los desniveles obtenidos a tra-
vés de una y otra linea. La precisién de cada uno de ellos es

V24 V/36

(7'H1 = —— = 1,4, (7'H2 = — = 1,7.

V12

Repartir el error por igual entre todas las niveladas es obviamente
lo correcto, asi que en lo que respecta a la cota que se obtenga pa-
ra C tiene que ser lo mismo que promediar los dos desniveles A-C de
acuerdo a sus precisiones. Usaremos esta interpretacién para calcular
la precisién de C. Llamamos H al desnivel A-C:
1 1
H= M = 0,6H; + 0,4H,

24 36

de donde la precisién de C es:

oc = /0,627, +0420%, =11 mm
U

En general, si se promedian dos cantidades pesdndolas segtn sus preci-

siones, si la precision de las cantidades es a y b, la precision del promedio es
ab
Va2 +p?’

e) Si a la vuelta se volvié a pasar por C lo tnico que interesa de
ambas lineas son los tramos A—-C. Los tramos C-B estan colgados
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desde C y no aportan nada a la precisién de C. La precisién de C

ahora es
b 1 V2
CT V2 V12

La fraccién de la derecha es la precisién de cada linea A-C.

1,0 mm

f) Sialavuelta se pasé por C ahora lo que no aporta nada es el tramo
A-C. Asi pues la precision del desnivel B—C es

p_ 1 V6
V2 V12

Si por el contrario no se pasé por C a la vuelta hay también dos
desniveles B—C observados, uno por el camino directo y otro por el

camino B—A-C. Como este tltimo es tan largo su aportacién a la pre-
cisién del tramo B-C es despreciable, asi que la precisién del tramo

B-Ces
crg = ﬁ = 0,7 mm.

V12

= 0,5 mm.

0

Vemos que la ganancia de precisién para C por el hecho de a la vuelta
haber pasado también por él es muy pequeiia. Lo que se ha hecho de cara
a C es exactamente reemplazar una linea de 18 niveladas por una de 12. Si
el punto estuviese mds préximo a A la diferencia serfa entonces mayor. Para
un punto que estuviese muy cerca de A la ganancia en precision seria un
factor v/2.

Sin embargo la ganancia en el desnivel C—B es grande. Para interpretar
correctamente las precisiones hay que darse cuenta que la altura conocida
de A no aporta nada a la precisién de los desniveles, sino que simplemente
sirve para situar todo el conjunto en altura. Al observar lineas de ida y vuelta
lo que hay son circulos. Si la vuelta no tiene ningtin punto en comtn con la
ida hay un circulo que incluye los puntos A, By C. Obsérvese que en lo que se
refiere a observaciones de desniveles el punto A no se distingue de ninguno
otro del circulo. Si por el contrario el punto C es comtn a la ida y la vuelta
hay dos circulos completamente independientes en cuanto a desniveles: A—C
y C-B.

En un circulo siempre hay dos valores observados para cada par de pun-
tos del mismo, segiin se vaya de uno a otro por uno u otro arco. Si los dos
puntos estan muy préximos uno de los arcos sera corto y el otro muy largo.

Las precisiones en la altura absoluta de cada punto no son mas que las
precisiones de sus desniveles respecto a A.
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Cuando se lleva cota desde un punto a una zona hay que distinguir la
precisién absoluta de las cotas transmitidas respecto al punto de referencia
de las precisiones relativas de los puntos de la zona entre si, que pueden
depender poco de la precisién respecto al punto de referencia. En este ejempo
no dependen nada, y pasar a la vuelta por C signficia medir dos veces el
desnivel B—C frente a una sola. Por contra la precisién absoluta de C es la
precision del desnivel A-C, y pasar por C a la vuelta simplemente significa
acortar el arco C-B—A al arco C—A, y no hay mucha diferencia. Se desarrolla
este aspecto en el capitulo «cambio de los pardmetros fijos».

4. Redes

Obener las elipses de
error del 95 % de probabili-
dad para esta red.

a) Para el ajuste con lectu-
ras angulares.

b) Para el ajuste con lectu-
ras angulares y de distan-
cia.

a) Para obtener las elipses de error, que mas correcto seria llamar
elipses de precisién, no es suficiente los elementos de la diagonal
de N~! sino que necesitamos las submatrices 2x2 correspondientes a
los pares (X,Y) de cada punto. Son las siguientes:

. 6. (85 -5 . 6 (95 —6

1 _ 6 1 _ 6

Np! =106 x (_5 40), Np! =106 x (_6 109),
el (129 1 e (176 —41

Nl =106 x ( U o3 N (R i
6. (129 —51 1.6, (108 —18

Npy =107 % (—51 177 ) Nee =107 (48 470 )

el (191 —111
Nju =10 ><<111 462 )

Los semiejes vienen dados por la férmula [(10.8)] de la [p. 92], y la
orientacién del semieje mayor por [(10.10)] en la pagina siguiente. De
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ahora en adelante denotaremos siempre por a y b los semiejes mayor
y menor respectivamente. Para Be se obtiene

M) e 1764150+ V262 —4-412 o [1(327+487) =207,
=10"°x =10""x 1
Ay 2 3(327 — 87) = 120.

207 —176
T 4]

tan 6 = —0,733,

Segtin esto los semiejes de la elipse del 95 % de probabilidad son

a =25/ = 0,036m,
b =25y, = 0,027 m,
6 = —40°.

A continuacién se muestran los valores para todos los puntos:

| a b 6 (m | a b 6 (m
Pul| 0,023 0016 —7° Bu| 0,036 0,025 —64°
Bo| 0,026 0,024 —78° Fe| 0,033 0,025 —83°
Le| 0028 0,024  2° Ju| 0,056 0,031 —78°

Be| 0,036 0,027 —40°

y las elipses dibujadas sobre cada punto. A la hora de representar las

elipses sobre el grafico de la red hay que tener en cuenta que el eje X
sigue la direccién de la linea Ou-Ba:
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b) Ahora las matrices son

Redes

Nyl =107 x (312 212), Ngl =107 x (379 ;89),
Nl =107°x (421 221), Ngl =107° x (581 ;51)
o0 (B B), o (4 B)
N]_1 =10"° x (;g gg).

Ademds el punto Ba tiene una precisién en X dada por 0 = 32-107°.
Se obtienen los siguientes valores:

| a b 0
Pu| 0,014 0,012 7°
Bo| 0,017 0,013 —51°
Le| 0,016 0,011 7°
Be| 0,021 0,015 -—2°

(m) | a b 6
Bul| 0,019 0,014 62°
Fe | 0,018 0,013 34°
Ju| 0,024 0014 38°

(m)

y las elipses dibujadas sobre cada punto:

En Ba se ha dibujado su segmento de error, que para el 95 % de pro-
babilidad ha de ser igual a +-2¢. [

Las elipses son claramente mas pequefias con medidas de distancia. En el
punto Ju se aprecia muy bien el efecto de medidas angulares y de distancia.
Al estar un poco apartado las visuales proceden todas de un estrecho sector.
Por ello las medidas angulares s6lo lo definen bien en la direccién perpendi-
cular a las visuales, como se puede apreciar en la primera elipse de error. Las
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Simulacion

medidas de distancia por el contrario lo hacen firme en la misma direccién
que las visuales, y en la segunda elipse de error puede apreciase que ésta ha
disminuido considerablemente en esa direccién pero apenas lo ha hecho en
la perpendicular.

5. Simulacion

Si bien no es posible observar una red veinte veces si que se pue-
de simular las observaciones en base a sus distribuciones supuestas
y a unos valores reales supuestos. Tomando como valores reales los
ajustados tras el cdlculo con distancias y de acuerdo a las desviacio-
nes tipicas calculadas para cada observacién, tanto de lectura como
de distancia, generar veinte conjuntos de observaciones de angulos y
distancias y realizar el ajuste para cada uno de ellos. Para cada pun-
to, representar las coordenadas obtenidas en cada ajuste junto con la
elipse del 95 % de probabilidad centrada en el punto real.

O Para simular un conjunto de observaciones hay que generar para
cada una de ellas un valor aleatorio siguiendo una distribucién nor-
mal (0,0), para el o de la observacién, y sumarlo al valor real de la
magnitud observada, que se obtiene a partir de los valorer reales de
los parametros, es decir, de las coordenadas y desorientaciones de los
puntos que hemos tomado como reales. Pero esta suma en realidad
no es necesaria para el ajuste, porque el vector de incrementos a las
coordenadas que resulta del ajuste, que es los que nos interesa, se ob-
tiene como X, = N~'A’TL/, y si tomamos como valores aproximados
los propios valores reales, lo que podemos hacer porque se trata de
una simulacién, L es el valor observado menos el real, o sea el error,
que es lo que es el valor aleatorio que habremos generado. Por tulti-
mo, como queremos representar los valores (X,Y’) de cada ajuste en
relacién al valor real, tampoco es necesario sumar los incrementos X
a los valores aproximados, porque en la simulacién estos ya son los
valores reales y entonces X es precisamente lo que queremos repre-
sentar.

Asi pues, hay que generar un conjunto de errores E de acuerdo al
valor de o de cada observacién y calcular

Xy = NTTATE,
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La matriz N~'A’T es siempre la misma, asf que lo tinico que cambia
en cada simulacion es el vector E'.

La generacion de cada valor de E se hard como sigue: se genera
primero un valor aleatorio entre 0 y 1, para ese valor se toma N(fo%l)

(aqui la N representa la distribucién normal; no es ninguna matriz),
con lo que se obtiene un valor siguiendo la distribucién N(0, 1), y por
altimo se multiplica por la o de la observacién en cuestién. Como
para pasar de E a E’ hay que dividir cada valor por su desviacion
tipica, el valor de E’ no es mas que el valor aleatorio normal antes de
multiplicar por . Vemos entonces que en una simulacién se obtiene
directamente E’ y a partir de €él, si se quiere, se puede obtener E y los
valores observados.
Este es el resultado que obtuvo el autor:

Be Bo

Ou
0

Los puntos pequeiios son las posiciones que se obtendrian para los pun-
tos como resultado de distintos ajustes. En consecuencia los puntos que estan
fuera de la elipse del 95 % centrada en el punto real son puntos en los que a su
vez la elipse centrada en ellos no incluye el punto real. Vemos que de un total
de 140 puntos esto sucede en 8 ocasiones, esto es, un 5,7 %, lo que concuerda
bien con el 4,5 % tedrico.
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1. Matrices de rotacion
2. Circunferencia, 11

3. Coplanaridad
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1. Precisiones respecto a un punto

En el caso de la red con medias angulares inicamente, obtener las
precisiones de los puntos:

a) Respecto a Ju.
b) Respecto a Le.
c) Respecto a Bo.

a) La precision de los puntos de la red respecto a Ju viene dada por
Xguy = AX = gy = AZgAT

Yxx es la parte de la matriz N1 correspondiente a las coordenadas
(prescindiendo por tanto de las filas y columnas correpondientes a las
desorientaciones). En la matriz A no hay que incluir las columnas de
los parametros Xoy, You, XBa € YBa, que no aparecen en la matriz N1,
La ecuacion de transformacion es

XBa

YBa XPu
épu 00 0 000 ... -1 0 ;Pu
XPu 00 0 0O0 0 . -1 YBO
YBO 10 0 00 0 . -1 0 XBO
XBO 01 0 00 0 . 0 —1 YLe
Y0u 00 1 000 . -1 0 XLe
X0u =loo0o o 10 0 . 0 —1 YBe
YLe 00 0 00 0 . -1 0 XBe
XLe 00 0 0O0 0 . 0 —1 YBu
Ygz 00 0 010 . -1 0 X‘;‘;
Xo. 00 0 00 1 0 —1 Yo,
YBu X]u
XFe Y]U
YFe

Ju
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Precisiones respecto a un punto

Tras efectuar el producto AXyxxAT se obtienen las siguiente matri-
ces para cada punto:

Ngal — 106 x ( 191 —111), NI:J —10-6 x ( 266 —123),

~111 462 _123 475
N =10 (Zig ) Nov=10x (1 )
N =100 (270 ) =10 (O )
Ng =10 (155 ) NR=10 (T 55

y las siguientes elipses:

Recordamos que para representar las elipses hay que tener en cuenta
que el eje X sigue la direccién de la linea Ou—Ba.

b) Para obtener las precisiones respecto a Le la matriz A ahora tiene
—1’s en las columnas correspondientes a Xj. e Yi como antes los
tenia en las de Ju; las dos filas relativas a Le desaparecen y en su
lugar aparecen las dos de Ju. Por lo demas todo es igual. Se obtienen
las siguientes matrices y elipses:

_ _ 129 1 _ _ 146 -1
1 _ 6 1 _ 6
Ng, =107 x ( 1 93), Np, =107 x ( 1 105),

4 6. (153 —6 e (129 1
Ng! =10 x( , Ngl=10"0x )

—6 116 1 9%
e (173 -3\ 4 e (225 —43
Npe =107 x (—23 o1 ) Nea =107x Z43 g6 )
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Precisiones respecto a un punto

Ju

—44 75

—178 294

N-T— 1076 x (144 —44), N1 106 < 247 —178).

¢) Respecto a Bo los resultados son los siguientes:

Na =10 (% o) Nal =10 (1B,
Nor =10 (%5 18), g =106 (120,
Np =100 (15 ), Nl =100 (25 000,
Nl =100 (T8 50) N — o (2 ),

0

Obsérvese como la elipse de Le respecto a Ju es la misma que la de Ju
respecto a Le. Esto lo podemos ver para cada pareja de entre los puntos Ba,
Ou, Ju, Le y Bo. Obsérvese ademads como las elipses de Ou y Ba son siempre
iguales.
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2. Red altimétrica

c¢) Calcular la precision del desnivel F-G.

Red altimétrica

La figura muestra una red de nivela-
cién geométrica. Junto a cada linea se indi-
ca el niimero de niveladas de que consta.
El error principal de cada nivelada es el de
redondeo.

a) Obtener las precisiones de todos los
puntos tomando como fijo el punto A.
b) A partir de la matriz de varianzas obte-
nida en el apartado anterior, calcular las
precisiones de todos los puntos respecto al punto C.

a) Se muestra la matriz A y a continuacién A’. Esta tiltima se obtiene
dividiendo cada fila de A por la raiz cuadrada del ntimero de nive-
ladas de cada tramo. Es indistinto el sentido que se tome para cada

tramo.

B
ZA

T

Zg

!
1

Zc Zp Zg
bl
1

1
—1
1 -1
-1 1
—1
1
—1
—1
—1

Zg

l

Zg
|
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B —
z§ —
R —
z8 —
zZ5 —
ZE —
zE —
ZE —
zZE —
zE —
5 —
75 —

0,45

—-045

0,50

—0,38

0,32
0,45
-0,50
—0,41
—-0,45

0,41

0,45

-0,50
—0,58

Red altimétrica

Zr  Zc
! i
0,45
0,38
0,50
0,58
~050 0,50

Se obtiene N = A'TA’ y £, = 0fN~L. En este caso 0y es la preci-
sién de cada nivelada:

Zxx =

oyp =

0,83
0,44
0,54
0,63
0,57
0,60

1

0,44
0,77
0,53
0,53
0,58
0,55

0,54
0,53
0,69
0,61
0,62
0,61

0,63
0,53
0,61
091
0,76
0,84

0,57
0,58
0,62
0,76
091
0,82

0,60
0,55
0,61
0,84
0,82
1,12

Las precisiones de los puntos son las raices cuadradas de los ele-
mentos de la diagonal de esta matriz. Los valores son milimetros:

X Ox X

Ox

X O

X Ox

X Ox X

Ox

Zg 091 Zc 088 Zp 083 Zg 095 Zp 095 Zg 1,06
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b) La matriz A de cambio de sistema es

Zs Zc Zp Zg Zp Zg
L

ZA — . —1

Zg — 1 -1 ‘

/p — -1 1 .

g — -1 . 1 .

g — -1 . . 1 .
Zg — -1 ‘ ‘ ‘ 1

La columna correspondiente a Z no estd presente porque no existe
en la matriz Y. El punto C no aparece entre las filas de A porque va
a ser el nuevo punto fijo. La nueva matriz de precisiones es

077 034 024 024 020 022
034 073 035 044 033 0,39
024 035 041 033 029 031
024 044 033 062 042 054
020 033 029 042 053 047
022 039 031 054 047 0,79

Yo = AT AT =

y los valores de precisién

X Ux X UX X O-X, X O-X, X O-X, X O-X,
Za 088 Zp 0,85 Zp 0,64 Zg 0,79 Zg 0,73 Zg 0,89

¢) Para calcular la precisiéon del desnivel F-G se puede calcular las
precisiones de todos los puntos respecto a F y la precisién resultan-
te del punto G seréd el valor buscado. También se puede interpretar
como que queremos la precisiéon de la magnitud Zg — Zg y aplicar
directamente la férmula para la transmisién de varianzas. En ambos
casos se llega a las mismas operaciones. Segtin la segunda interpreta-
cién, lo que queremos calcular escrito en forma matricial es

Za—Zp=(-1 1) @2)
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y en consecuencia su varianza

2
2 o 0 OFG -1
= 0o ) ()

Los valores de la matriz 2 X 2 que aparecen en esta férmula se
toman de la matriz total 2. Da igual que sea la primera matriz Xy,
que son las precisiones respecto a un sistema en el que el punto fijo
es A, o la segunda, X, en la que el punto fijo es C, o cualquier otra
que se tuviese; el resultado tiene que ser el mismo.

Las operaciones que hay que efectuar son tan pocas que no merece
la pena plantearlas en forma matricial. Si desarrollamos el producto
obtenemos

0 _p = 0% + 0& — 207G = 0,39 mm?,
0G—F — 0,62 mm.

0

La mayoria de los valores de precision obtenidos son submilimétricos a
pesar de que estamos suponiendo que solamente se anotan las lecturas hasta
el milimetro. Esto se explica por tres razones: En primer lugar, el error de
redondeo es como médximo de 0,5 mm, lo que significa una desviacién tipica
de 0,29 ([p. 37]), o bien 0,29v/2 = 0,41 en cada nivelada. En segundo lugar, la
acumulacién de errores de redondeo al milimetro es aleatoria, y al tratarse de
una red que se ajusta se reparten y se compensan en gran parte. Para que ello
sea asi es necesario quedarse con el primer decimal tras el ajuste, o cuando
menos con los medios milimetros. Por dltimo no hay que olvidar nunca que
el intervalo +o contiene solamente el 68 % de probabilidad. En topografia se
acostumbra a trabajar con el 95 %, que para una distribucién unidimensional
como es el caso signfica 20, y estos valores ya no son submilimétricos.

3. Escalalibre

En el ajuste de la red con medidas angulares obtener las precisio-
nes de los puntos en los siguientes casos:

a) Se toman como puntos fijos Bu y Bo.
b) Se toman como puntos fijos Bu y Ba.

a) Las férmulas a aplicar son [(13,6) y (13,7)] de la [p. 144]. El pun-
to A es Buy el punto B es Bo. Sustituyendo los valores de sus coorde-
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nadas se obtiene

HX- = 0,00089(X — Xpy) — 0,00004(Y — Ypu) — 1,
RA- = —0,00004(X — Xpy) — 0,00089(Y — Ypy,),
- = —0,00089(X — Xpo) + 0,00004(Y — Ypo) — 1,
RX- = 0,00004(X — Xgo) +0,00089(Y — Ygo);

A= = 0,00004(X — Xpy) +0,00089(Y — Ypy),

R = 0,00089(X — Xpy) — 0,00004(Y — Yp,) — 1,
He- = —0,00004(X — Xgo) — 0,00089(Y — Y, ),
K- = —0,00089(X — Xpo) + 0,00004(Y — Yg,) — 1.

A continuacién se muestra la matriz A. Hay una fila para cada
coordenada. Las columnas se corresponden con la matriz Xxyx = N-1L

XPuYPu XBO YBO XLe YLe XBe YBe XBu YBu XFe YFe X]u Y]u
ol 1 oLl 1 oLl
XBa -098 -032 - - —0,02 032 - - - -
Yga 032 —0,98 -032 —0,02
Xpa |1 —-0,72 —0,36 —0,28 0,36
Ypy, 1 0,36 —0,72 —-0,36 —0,28
Xou 026 —0,35 074 035
You 035 —-026 - —-0,35 —0,74
XLe —048 013 1 - 052 —0,13
Yie -0,13 —-048 - 1 0,13 —-0,52
XBe —0,74 0,17 -1 -026 —0,17
Yge -0,17 —-0,74 1 0,17 —-026 -
XFe —0,18 0,16 -082 —-016 1 -
Yre -0,16 —0,18 016 -—-082 - 1 -
Xpu 0,02 0,38 -1,02 -0,38 -1
Yy —0,38 0,02 0,38 —1,02 |

El producto AY AT da lugar a la nueva matriz Xyx. Se muestran

a continuacién las submatrices 2 x 2 asi como los elementos de cada
elipse y por ultimo las elipses dibujadas en cada punto. Recuérdese
que la direccion del eje X es la linea Ou—Ba.
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e (77 -1 6. (100 10
1 _ 6 1 _ 6
Npa =107 % (—1 103)' Npy = 1077 % (10 65)’
e (95 —24 e (118 12
Noy =10 ><(—24 73 ) Nee =107 {45 39 )/
e (152 —49 6 (8 3
N:! = 1076 x (_49 ) Net=100x (%0,
e (98 —47
N, =10 ><(—47 243 )
la b 6 m | a b 6 (m
Ba | 0,025 0,022 —88° Be| 0,034 0,020 —30°
Pu| 0025 0020 15° Fe| 0,023 0019 6
Ou| 0,026 0,019 —33° Ju|0,040 0023 —73°
Le| 0027 0,015 —9°

b) Ahora en las férmulas el punto A es Bu y el punto B es Ba. La
matriz A de cambio de muestra en la pagina siguiente. Las columnas
relativas a Ba no aparecen porque no se encuentran presentes en la
matriz Xxx, ya que este punto asi como Ou, cuyas columnas tampoco

aparecen, eran fijos.
-1 _ 10-6
Np, =107 x (
-1 _ 10-6
Ng, = 107" x (

-1 _ —6
Npl = 1076 x (

93

—6
82

—26

157
—52

—6

46 )’
—26
66

—-52
126

)
)

Nzl =107° x

76 —8
-8 94)’

_1 6 (126 —20
N =100 x (_20 8 )
e (92 3
N;! =107° % ( 3 o)

143



w6 (97 —45
Ny =10 X<45 254 )
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XPuYPuXBOYBoXLeYLeXBeYBe XBu YBu XFe YFe X]u Y]u

R A A A 1 R
Xpy /1 - - - - - - . =023 011 - - - .
Ypy |- 1 - - —-0,11 —-0,23
XBo 1 —0,08 —0,30
YBo 1 0,30 —0,08
Xou —0,65 0,24
You —0,24 —0,65
XLe 1 —0,60 —0,26
Yie 1 0,26 —0,60
XBe 1 —0,37 —0,38
YBe 1 038 —037 -
Xpe -088 —020 1 -
Yre 020 —08 - 1 -
Xju -1,14 -035 - - 1 -
Yy 03 -114 - - - 1

| a b 0 (m) | a b 6 (m)

Pu| 0,024 0,017 -7° Be| 0,035 0,023 —37°
Bo | 0,025 0,021 -70° Fe| 0,024 0,019 5°
Ou| 0,025 0,017 —-37° Ju| 0,041 0,023 —75°
Le | 0,029 0,016 —14°

144



4. Orientacion libre

Orientacion libre

En la red ajustada con medidas de dngulos, distancias y medidas
directas de cooordenadas, calcular las precisiones si el sistema se de-

fine

a) por el punto Ou y la direccién Ou—Ba.

b) Comparar las precisiones del apartado anterior con las obteni-
das en el ejercicio 4 del capitulo 10, apartado b), en el que la
definicién del sistema de coordenadas es la misma. ;A qué se
deben las diferencias?

c) Calcular las precisiones si el sistema se define por el punto Ba y

la direccién Ba-Ju.

d) ¢Por qué en este segundo caso las elipses son ligeramente mejo-
res que en el anterior?

a) Las féormulas aplicar para obtener la matriz A son [(13.10)
y (13.11)] de las [pp. 149 y 150]. El punto A es Ou y el punto B es Ba.
Para las filas de punto B, esto es, X, € Yg,, hay que aplicar las férmu-
las [(13.12)]. Se obtiene la siguiente matriz:

XBa
1

XBa 0,70
Yg. | 046
Xpu | —0,17
Ypu 0,31
Xpgo | —0,52
Ygo 0,35
Xie | =040
Yie | —0,05
Xge | —0,53
Yge 0,11
Xpa | —0,13
Yg, | —031
Xpe | —0,31
Yre | —0,26
Xju | —037
Yy, \-048

YBa
1

0,46
0,30
0,27
—0,46
0,79
-0,53
0,60
0,07
0,80
—0,16
0,19
0,47
0,46
0,39
0,57
0,73

Pu
1

00
00
10
01
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00

Bo
1l

00
00
00
00
10
01
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00

XOu
!

-0,70
—0,46
-0,83
-0,31
—0,48
-0,35
—0,60

0,05
-0,47
-0,11
-0,87

0,31
—0,69

0,26
—0,63

0,48

YOu
!

—0,46
-0,30
-0,27
—0,54
-0,79
—-047
—0,60
-1,07
-0,80
—0,84
-0,19
—1,47
—0,46
-1,39
-0,57
-1,73

Le
Ll

00
00
00
00
00
00
10
01
00
00
00
00
00
00
00
00

Be
Ll

00
00
00
00
00
00
00
00
10
01
00
00
00
00
00
00

Bu
1

00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
10
01
00
00
00
00

Fe
1

00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
10
01
00
00

Ju
Ll

00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
10
01
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Orientacion libre

Se obtiene como siempre X/, = AXyxAl. Se muestran a continua-
cion las submatrices 2 x 2 de X}, correspondientes a cada punto, los
elementos de cada elipse y las elipses representadas sobre sus puntos.
Al contrario que en los ejercicios anteriores, el eje X no sigue la direc-
cién de la linea Ou—Ba sino que es aproximadamente horizontal.

_ _ 20 13 _ _ 27 5
1 _ 6 1 _ 6
Ng, = 107" x (13 9>, Np, =10 ><<5 26)’
_ _ 43 —4 _ _ 32 9
1 _ 6 1 _ 6
Np, = 107" x (_4 29), N, =107" x (9 28)’
_ _ 57 14 _ - 29 0
1_ 6 1_10-6
N, =107° x (14 44), Ng, =10 X(O 53),
_ _ 30 10 _ - 34 20
1_ 6 1_10-6
Np, =107° x (10 46)’ Nj, =107"x (20 75).
| a b 6 (m) | a b 6 (m)
Ba | 0,011 0 33° Be| 0,020 0,015 32°
Pu| 0,014 0,012 41° Bu| 0,018 0,013 —90°
Bo| 0,017 0,013 —15° Fe | 0,018 0,012 64°
Le| 0,016 0,011 40° Ju| 0,023 0,013 —68°

El punto Ba s6lo tiene variaciéon posible en una direccién, porque la
direccién Ou—Ba se tom6 como parte de la definicién del sistema de
coordenadas. Por ello su regién de confianza es un segmento y no
una elipse, y la longitud del mismo para un 95 % de probabilidad se
obtiene multiplicando el valor de o por 2 en vez por 2,5.

b) En el ejercicio 4 del capitulo 10 no hay medidas directas de coor-
denadas de puntos, por lo que en esta ocasién las precisiones tienen
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Orientacion libre

que ser mejores. La diferencia es muy pequefias porque solamente
hay tres puntos con coordenadas conocidas con una cierta precision,
y de las seis medidas en total que ello supone, tres ya son necesarias
para fijar la figura en posicién y orientacién, por lo que el aporte es en
realidad de sélo tres medidas. El punto que mds deberia mejorar es Ju.
En el ejercicio del capitulo 10 el semieje mayor de su elipse para 2,50
es 24 mm. La medida directa tiene una precisién de 12 mm, lo que sig-
nifica 2,50 = 30 mm. Por ello apenas aporta nada a la precisién del
punto y de la red. Aplicando a este la férmula que se muestra en el
pequefio comentario de la p. 125 para la precision de una magnitud
cuando se tienen dos valores para la misma y se calcula su promedio
ponderado obtenemos

24-30 23
V2424302
que coincide con el semieje mayor de la elipse obtenido en este ejerci-
cio.

¢) Ahora el punto A es Ba y el punto B es Ju. La matriz A se calcula
igual que en el apartado a), salvo por el cambio de los puntos A y B.
Se muestran solamente las columnas relativas a Ba y Ju:

Xga  Ysa -+ X Y

! Lol ! !
Xpy — [—101 —014 ... 001 0,14
Yp, — | 001 —084 ... —001 —0,16
Xgo — | —098 023 ... —002 —023
Yp, — | 001 -088 ... —001 —0,12
Xou — |-102 —032 ... 002 032
You — | 004 —051 ... —004 —049
Xe — [ =099 010 ... —001 —0,10
Y. — | 004 —046 ... —004 —054
Xpe — | —098 024 ... —002 —024
Yge — | 003 —063 ... —003 —037
Xga — |-101 —0,19 ... 001 0,19
Yga — | 006 —0,18 ... —006 —0,82
Xpe — | =100 000 ... 000 0,00
Yre — | 006 —024 ... —006 —076
Xy — | =099 007 ... 099 —0,07
Y, — \ 007 —001 ... —007 001
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Orientacion libre

Las submatrices 2 x 2 de ¥/, y las elipses son:

_ _ 26 3 - - 32 —6
1 _ 6 1 _ 6
Np, =10 x(3 28)’ Np, =10 x(_6 31),
_ _ 33 -1 _ _ 25 0
1_ 6 1_ 6
Ng, = 10 x(_l 23), N;, =10 X(O 24),
_ _ 44 6 _ _ 31 -5
1_ 6 1_ 6
Ng, = 107" x (6 42), Np, =107° x (_5 34),
1 an-6 27 0 1 1n—6 30 -2
Np, = 107" x 0 31) Ny, =107 x o 0 )
| a b 0 (m) | a b 0 (m)
Pu| 0,014 0,012 55° Be| 0,018 0,015 39°
Bo | 0,015 0,013 —43° Bu| 0,015 0,013 —53°
Ou| 0,014 0,012 —6° Fe| 0,014 0,013 85°
Le | 0,013 0,012 11° Ju| 0,011 0 —4°

d) A parte de que a simple vista se ve que las elipses son algo més
pequerias, obtenemos una medida cuantitativa mediante la suma de
los elementos de la diagonal de la matriz ¥/ . En el primer caso es 582
mientras que en el segundo es 461. En el segundo caso la linea que
define la orientacién, Ba-Ju, es bastante mas larga que en el primero,
Ou-Ba. La calidad del punto Ju es algo peor que la de Ou, pero la
diferencia es pequefia y tiene mas importancia la longitud de la linea
que define la orientacion. U
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Comparativa

5. Comparativa

Se quiere emplear los puntos

P3 P4 P5 A1, A2 y A3 para desde ellos dar

coordenadas por intersecciéon an-

gular a puntos de un objeto. Ade-

mds se quiere tener el conjunto

enlazado con el mundo exterior

por si en un futuro hay que situar-
A3 " 1o en posicién absolut I

posicion absoluta, y por ello

A2 se observé la red que se mues-

Al \ tra, simplificada, en la figura, in-

P2 p7 cluyendo entre las estaciones los

puntos P1 y P5, que son perma-

P1 nentes y estan bien definidos. Pa-

ra el ajuste de la red se trabaj6 en

un sistema local definido por las coordenadas y desorientaciéon de P1.

Las coordenadas aproximadas de los puntos son las siguientes:

Xp1 ~ 4297,  Yp; ~ 11100, Xpp ~ 4121, Ypy ~ 11167,
Xps ~ 4071, Yps ~ 11582, Xps~ 4282, Yps~ 11578,
Xps ~ 4514, Yps ~ 11594, Xpg ~ 4477, Ypg ~ 1135,0,
Xpy ~ 4491, Ypy ~ 11164, Xag ~ 4285, Ya; ~ 11244,
Xap 24290, Yap ~ 11286, Xaz~ 4285, Yas~ 11326.

Como resultado del ajuste se obtuvo la siguiente matriz de varian-
zas para los puntos A1-A3:

Xa1  Yar  Xaz  Ya2  Xaz  Ya3
! ! ! ! ! !
0,08 0,01 0,01 -0,04 0,02 -0,03
0,01 0,60 —0,03 0,34 —0,04 0,34
0,01 -0,03 0,10 0,01 0,06 -—-0,01
—0,04 0,34 0,01 0,50 —-0,01 0,37
0,02 -—-0,04 0,05 -0,01 0,14 0,00
—0,03 034 —-0,01 0,37 0,00 0,49

Zxx =

Los valores son milimetros (es decir, mm?).
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Comparativa

Dar unos valores de precision
planimétricas de los puntos Al,
A2, A3 en las siguientes situacio-
nes:

P3 P4 P5

a) Tal como han resultado del
ajuste.
A3 P6 b) Reduciendo las precisiones
A2 respecto a A2.

c) El objeto que se va a me-

Al \ . - .
dir no necesita estar orientado
P2 P7 al Norte, pero tiene que estar

en escala.

Pl d) El objeto no necesita estar
orientado y ademds puede es-
tar en una escala arbitraria.

e) Sus precisiones absolutas, suponiendo que en el futuro se da
coordenadas a los puntos P1 y P5 con precisién de 2 cm.

Dar todos los valores para el 95 % de probabilidad.

a) Las precisiones de cada una de las coordenadas son las raices cua-
dradas de los elementos de la diagonal de Xxx. En lo sucesivo omi-
tiremos la letra A del nombre de estos tres puntos en los subindices.
Todos los valores son milimetros.

X O-X, X Ux X Ux X O-X, X Ux X O-X,
X; 028 Y7 078 X 032 Y, 071 X; 038 Y; 0,70

Sin mds que mirar los valores de la matriz Xy se ve claramente que
las coordenadas X e Y de cada punto apenas estdn correladas, asi que
como semieje mayor podemos tomar sin error importante el mayor
de los valores para X e Y. Multiplicamos por 2,5 para que la probabi-
lidad de la elipse sea del 95 %:

a a a
Al 1,9 A2 1,8 A3 1,8
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b) La matriz A de cambio de sistema es

Xy = /10 -1 00 0
Y, - (01 0 -1 0 0
X35 —» (00 =1 010
Y; — \0 0 0 -1 01

El pardmetro correspondiente a cada columna no lo mostraremos por-
que siempre serdn Xj ... Y3.
Se obtiene la nueva matriz de varianzas:

0,16 0,09 0,06 0,02
009 042 001 0,13
006 0,01 015 0,02
002 0,13 0,02 0,26

-
Zxx_

Las correlaciones son otra vez muy pequenias asi que volvemos a to-
mar como semieje mayor el mayor de los valores para X e Y, que
vuelve aserel de Y:

a a
Al 1,6 A3 1,3

y el punto A2 es fijo.

¢) Para fijar posicién y orientacién tomamos como fijos el punto Al
y la direccién A1-A3; siempre se debe tomar para fijar la orientacién
el eje mds largo posible. Las férmulas a aplicar son [(13.10) y (13.11)];
el punto A es Al y el punto B es A3. para el propio punto B, es decir,
para A3, se aplica [(13.12)]. La matiz de cambio de sistema resulta

X, — [(—049 0 1 0 —051 0
Y, - |-006 -1 0 1 006 0
Xz — 0 000 0 O
Y; — 0o -100 0 1

La gran cantidad de ceros se debe a que las coordenadas Y de A; y A3
son aproximadamente iguales. Nétese en particular la fila de ceros
para X3. Al estar los puntos Aj, As situados segtin el eje Y, mantener
fija la direccién Aj — A3 equivale a fijar la coordenada X de A3.
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La matriz de varianzas que re-
P3 P4 P5 sulta es

0,10 0,05 0,00 0,03
0,05 043 0,00 0,30
0,00 0,00 0,00 0,00
0,03 0,30 0,00 0,42

"o
Yox =

A3 P6
A2
Al X

Una vez maés las correlaciones
son muy pequeias. Para el pun-
to Az sélo hay una direccién va-
P2 P7 riable, por lo que para el intervalo
del 95% de probabilidad se mul-

P1 tiplica por 2 en lugar de por 2,5.

a a
A2 1,6 A3 1,3

y el punto Al es fijo.

d) Para fijar posicion, orientacién y escala tomamos como fijos los
puntos Aly A3. Las férmulas a aplicar son [(13.6) y (13.7)]; el punto A
es Al y el punto B es A3. La matiz de cambio de sistema resulta

Xp — (=049 006 1 0 —-051 -0,06
Y, - \-006 —-049 0 1 0,06 —0,51

y la nueva matriz de varianzas

s _ (0,10 0,03
= 10,03 023)°

Los puntos Al y A3 son fijos y la precisién de A2 es 2,51/0,23 =
1,2 mm.

e) Para obtener la precisién de los puntos A1-A3 en el sistema ab-
soluto hay que componer su precisiéon en el sistema relativo con la
precisién de este sistema respecto al absoluto, que son los 2 cm de
precisién de las coordenadas de los puntos P1 y P5. Como esta ulti-
ma componente es mucho mayor que la otra no es necesario efectuar
ningtn calculo, y la precisién de los puntos Al, A2y A3 en el sistema
absoluto es de 2 cm. [
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Reduccién al centro de gravedad

Cuando se den coordenadas a puntos desde las bases Al, A2 y A3 se
obtendra su precision como la composiciéon cuadrética de la precisiéon de la
interseccion con la precision de las propias bases. Este ejercicio pone de ma-
nifiesto la importancia de obtener las precisiones de las bases en el sistema
adecuado. Si empleamos directamente la que se obtiene del ajuste estaremos
dando unos valores peores que la precisiéon que realmente tienen. El resul-
tado del ajuste es la precisién en el sistema local de la red, definido por las
coordenadas y desorientaciéon de P1. De cara a la precision interna del objeto
que se vaya a levantar desde los puntos A1-A3, interesa la precisiéon de éstos
en un sistema definido por ellos mismos, que es el que proporcionara valores
mads bajos. Asi, se pasa de unos valores de casi 2 mm a unos de 0, 1,3, 1,6
en el caso de orientacién libre pero escala fija (lo més habitual) o de 0, 0, 1,2
si la escala también es libre. Estos tiltimos valores pueden ser los adecuados
incluso aun cuando la escala no sea libre si lo que queremos es la precisién
de las diferencias de coordenadas de puntos del objeto que estén préximos
entre si (proximos en relacién a la propia distancia que separa los puntos Al,
A2y A3).

Los valores que se dan normalmente en topografia para las precisiones
de magnitudes en sistemas locales suelen ser peores que las precisiones que
realmente tienen esas magnitudes en el sistema local.

6. Reduccién al centro de gravedad

El objetivo de esta red es dar coor-
denadas a los cuatro puntos internos
con la mayor precisién posible para
ver cOmo se ajustan sus vértices a un
14 cuadrado de 2 metros de lado como

en teoria deberia ser. Los resultados se

daran todos al 95 % de probabilidad.

Esta red es la del ejercicio 9 del capi-

tulo 9, y de ahi pueden obtenerse las
B matrices de varianzas necesarias.

C

a) Obtener las presisiones en el siste-
ma en el que se calculé la figura.
b) Obtener las precisiones en un sistema definido fijando el punto 1
y la direccién 1-3.
¢) Reducir las precisiones anteriores al centro de gravedad de los
cuatro puntos.
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Reduccién al centro de gravedad

C d) Obtener las precisiones en un sis-

D tema definido mediante las coorde-
nadas y desorientacion de A.

e) Representar las elipses en los dos

<4 1y
altimos casos.
23 a) Tomando el doble de la raiz cua-
drada de los elementos de la diagonal
B de N7, que se muestran en la pagi-
A na 116 obtenemos los siguientes valo-

res, en milimetros:

X 20x x 20x X 20« X 20x x 20x X 20%
X 0,14 Y, 022 X3 022 Yz 023 Xy 022 Y4 0,14

b) Necesitamos la matriz de varianzas de los puntos 1-4, que se ob-
tuvo en el capitulo de dngulos y distancias aunque alli no se mostro.
Es la siguiente:

X2 Yo X3 Y3 Xe  Ya
! ! ! ! ! !
49 01 23 07 21 07
01 125 -53 104 -53 27
23 -53 122 —45 98 07
07 104 -45 134 —53 30
21 -53 98 -53 126 -0,
07 27 07 30 -01 52

Yox = 1077 x

Necesitamos también unas coordenadas aproximadas de los cuatro
puntos:

X;~ 169, Y;~2085, Xp~169, Y,~ 1885,
X3~ 189, Y;~ 188, Xy~ 189, Y4~ 208.

Segtin las férmulas [(13.10), (13.11) y (13.12)] de las [pp. 149-151] la

matriz A para el cambio de sistema es la que se muestra en la pagina
siguiente.
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Reduccién al centro de gravedad

X2 Y2 X3 Y Xy Yy
Ll i Lol
X — (1 - —-051 -049
Y, —» |- 1 0,01 0,01
A X3 — . 049 —0,50
T Y3 — —0,50 051 -
Xy — -0,01 -001 1 -
Y, — -051 —-049 - 1
La nueva matriz de varianzas es
X2 Y2 X3 Yz Xy Yy
l l l l l l
59 —-24 10 —-1,0 -0,2 14
-24 126 -7,8 80 -53 0,3
/19 1,0 -7,8 84 87 74 —-09
T =107 470 80 87 89 -76 10
-02 -53 74 -76 125 -24
1,4 03 —-09 10 —-24 5,6
Se obtienen las precisiones:
X 20x X 20x X 20 X 20x x 20x X 20y
X2 0,15 Y, 022 X3 0,18 Y3 0,19 X4 022 Y4 0,15

) Ahora partimos de la matriz ¥, del apartado anterior. La ma-
triz A de cambio de sistema es

A

X2

ORI e R - e

N

Yo X3 Y3 Xy

L1 .1

1 1

1 .1 .
1 1

L1 .1

3 i

3 o1 .
1 1

. 3 o1

1 1

1 . 3 .
3 3

L1 . 3

3 i

_1 o1 .
1 1
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Reduccién al centro de gravedad

C

La nueva matriz X!, y las precisiones son

X1 Y X2 Y2 X3 Yz Xy Yy
i i l l l l l l
2,7 =22 1,0 1,7 —-15 22 —22 -1,7
—2,2 29 —-1,7 -24 22 —1,6 1,7 1,1
1,0 -1,7 53 —-02 -22 1,6 —4,1 0,2
1,7 —-24 —-0,2 50 -1,7 1,2 02 —-38
—1,5 22 —22 -1,7 2,7 =22 1,0 1,7 |’
22 —16 1,6 12 —-22 28 —-16 —-24
—2,2 1,7 —4,1 0,2 1,0 —-1,6 54 -03
—-1,7 1,1 02 -3,8 1,7 —-24 -03 51

x 20y X 20y X 20% x 20y
X1 0,10 Y; 0,11 X; 0,15 Y, 0,14
Xz 0,10 Y3 0,11 Xy 0,15 Yy 0,14
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Reduccién al centro de gravedad

d) Para este apartado la matriz Yxx de partida ha de incluir ademads
las filas y columnas de Xa, Yo y 4. Se muestra a continuacién una

porcion:

10710 %

No se muestran las filas y columnas de X e Ya.

X2 Yo X3 Ys  Xe
! ! ! ! !
9 1 23 7 21
1 125 -53 104 53
23 —53 122 -45 98
7 104 -45 134 —53
21 —53 98 -53 126
7 27 7 30 -1

037 0,12 -023 —021 —0,12

Y4 A
! !
7 —037
27 0,12
7 —023
30 —0,21
-1 -012
52 —0,13
~0,13 022

Para plantear la matriz A de cambio de sistema se aplican las for-
mulas de la [p. 147]. Se obtiene

A

Xa YaXo Ya X3 Y3 X4 Ya

!
-1

A
-1 .

-1
-1 - 1 -

. 1

-1 |

1
-1 - - . . .1

DIV
!

—10,8
6,9
—8,8
6,9
—8,8
8,9
—10,8
8,9

Si la matriz N~! del ajuste tiene entre los pardmetros X4 e Y5 por un
lado y Xy, Y», etc. por otro los pardmetros correspondientes a las coor-
denadas de los puntos B, C y D, y queremos aprovechar esa matriz,
en la matriz A debemos incluir 6 columnas de ceros entre Y, y X».
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Reduccién al centro de gravedad

La nueva matriz X!/ y las precisiones son

X1 Y1 X Yo X3 Ys Xa Yu
A

84 128 81 104 105 104 105 127
128 203 127 163 163 162 163 200
81 127 83 104 104 104 105 127
104 163 104 136 134 133 134 163
105 163 104 134 138 134 136 163 |’
104 162 104 133 134 135 134 162
105 163 105 134 136 134 139 162
127 200 127 163 163 162 162 202

XY =107 x

x 20y X 20y X 20% x 20y
X1 0,58 Y7 0,90 X, 0,58 Y, 0,74
Xz 0,74 Y3 0,74 Xy 0,75 Y4 0,90

0

Aparte de que es obvio que con esta eleccién de los pardmetros fijos las
precisiones son peores, debe observarse que los elementos de X/ de fuera
de la diagonal son muy altos en relacién

C a la diagonal principal. Si un elemento se

D encuentra en la fila i, columna j su maximo
valor absoluto posible es |, /[TiZU].Z. Cuanto

<4 mas se acerque a este valor mayor es la co-
rrelacion de los errores en los pardmetros i
y j. Asi por ejemplo, para el valor 81 de la
243 primera fila su méaximo valor posible es

V84-83 = 83,5,

A por lo que se acerca mucho. Esto significa
que los errores en X7 y X, estan muy co-
rrelados.

Una correlacién muy alta y positiva entre dos valores significa que la
precisioén de la resta de ambos es mucho mayor que la de cada uno de ellos
por separado. En este caso en concreto la razén es que por estar el origen
del sistema de coordenadas lejos la precisién de cada coordenada no es muy
buena, pero las mayores causas de error son comunes a los cuatro puntos y
acttan sobre ellos casi por igual, de ahi que la precisién de sus diferencias, es
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Reduccién al centro de gravedad

decir, la precisién de sus coordenadas entre si, sea mejor que la de cada uno
de ellos.

En cuanto a las causas de error a las que se hizo alusién, son los errores en
la posicién y desorientacion de las estaciones B, C y D; un desplazamiento o
giro de una de esas estaciones causa desplazamientos parecidos en los cuatro
puntos del centro. Esto sucede cualquiera que sea la definicién del sistema
de coordenadas, pero si tomamos los valores de (X1,Y;) como definitorios
del sistema, junto con otra magnitud, estos desplazamientos se traduciran
en precisiones bajas para los puntos de fuera, mientras que fijando uno de
los puntos de fuera los desplazamientos suponen bajas precisiones para los
puntos de dentro y el punto del cuadrilatero de fuera que se encuentre en su
diagonal.

Las correlaciones se verdn claramente en el apartado siguiente, al repre-
sentar las elipses.

e) Las matrices 2 x 2 de cada punto son submatrices de ¥, y £}/,
que se muestran en las paginas anteriores. Para la primera matriz, la
correspondiente a las coordenadas respecto al centro de gravedad, las
elipses son:

| a b 0  (mm) | a b 6  (mm)
110,18 0,06 —51° 310,18 0,06 —51°
21018 0,17 —30° 41019 0,17 —-34°

Para el sistema de coordenadas definido por la posicién y orienta-
cién de la estacién A son

| a b 6 (mm) | a b 6 (mm)
1113 0,12 64° 3113 0,12 50°
2|12 0,13 58° 4|14 0,18 56°
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Por dltimo las elipses en uno y otro caso:

0

La eleccién de definir el sistema tomando como fijas las coordenadas y la
desorientacion del punto A es normal, y me atreveria a decir que es la que la
mayoria de los topégrafos tomarian. Ello lleva a dar para los puntos 1-4 unas
precisiones peores que las que realmente tienen (peor seria al revés). Como
las precisiones en las coordenadas es algo que viene obligado, esto significa
que se empleardn métodos més costosos que los realmente necesarios.

Las elipses respecto al sistema definido por el centro de gravedad ponen
de manifiesto que antes de reducir al centro de gravedad el sistema se habia
definido mediante las coordenadas de 1 y la orientacién 1-3; no por porque

sean largas en esa direccién, sino porque
C son cortas en la direccién perpendicular.
Al igual que reduciendo al centro de gra-
vedad se elimina el cardcter sefialado del
<4 punto 1 también es posible definir la orien-
tacion de manera que ninguna direccién
sea especial, aunque esto no se llegd a
2><3 desarrollar en el libro de teorfa.

La suma de las varianzas de los cuatro
puntos, esto es,

D

B
A 032(1+Ul§1+U>2<2+01242+0%3+01243+0%4+01244’
vale

«1,1-10°° para el sistema definido por (Xa, Ya, Za).
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» 0,054-10°¢ para el sistema definido por (X, Y1,1-3).
» 0,032-107° para el sistema definido por (c.g. de {1,2,3,4},1-3).
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