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XIII

Prologo

uando siendo estudiante de topografia alguna vez quise consul-

tar alguna cuestiéon sobre el ajuste de observaciones en libros

que trataban del tema, encontré grandes dificultades para entender
lo que en ellos se explicaba. Parcos en explicaciones, los conceptos se
escondian detrds de los simbolos, dando por supuesta una habilidad
en su manejo y unos conocimientos de los que no disponia, y que no
son los habituales en estudiantes de topograffa y aun en geodestas.
A buen seguro leyendo uno de los libros desde su comienzo y dedi-
cando tiempo se pueda ir comprendiendo todo su contenido, pero
tal bagaje de conocimiento estadistico y teorfa matematica desborda
por completo lo necesario para labores topogréficas y técnicas afines.
Fue esta circunstancia la que un poco maés tarde, cuando a base de
préctica consegui ir entendiendo los conceptos que con los libros no
habia conseguido aclarar, me animé a escribir un libro pensado para
topégrafos. Hace ya algunos afios de aquello, y ahora que por fin he
encontrado tiempo he aqui el libro. Este no es un libro de estadistica,
y he procurado no incluir teoria innecesaria. Tal vez personas con co-
nocimiento en la materia echen de menos un capitulo puro acerca de
estadistica de cardcter introductorio, pero dicha ausencia es intencio-
nada; por una parte supongo que quien lee este libro ya sabe lo que
es una media y tiene alguna idea de lo que es una varianza, y por
otra parte pocos més que esos son los conocimientos necesarios, y si
alguna vez surge alguno en su momento se introduce. 51 he querido
sin embargo escribir un libro en el que todas las férmulas se dedu-
cen, ningtn concepto o propiedad aparece de la nada, y conceptos y
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férmulas se relacionan y surgen unos de otros. Probablemente el es-
tudiante de topografia que se enfrenta por primera vez al ajuste de
observaciones encuentre que en algunas partes el libro se vuelve de-
masiado arduo y cuesta ir comprendiendo cada paso. Creo que esto
es inevitable en la correcta explicacién de algunos conceptos, como la
obtencién de intervalos de confianza o la estimacién de las varianzas.
No obstante no es necesaria la comprensién de todo lo anterior para
poder entender lo siguiente, y asi la parte final del capitulo tercero
y los capitulos 10, 14 y 15 pueden quedar vagamente entendidos en
una primera lectura. Considero sin embargo que una vez pasado el
tiempo y asentados los conceptos mas sencillos se debe volver sobre
las partes mas complicadas para terminar de comprenderlo todo, a
excepcion tal vez de los tres ltimos capitulos, algunas partes de los
cuales el topégrafo puede no necesitar nunca.

Inicialmente pretendia incluir muchos mds ejemplos de estima-
cién minimo cuadrética, pero el libro result6 tener mayor extension
de lo que en un principio esperaba, y consideré mas adecuado escribir
a parte un libro de ejercicios. Se han omitido algunas demostraciones,
bien porque a mi entender revisten tinicamente interés matematico,
muchas consistentes tinicamente en el manejo de expresiones, o bien
porque tienen una dificultad que consideré excesiva. Para el lector
que quiera conocer y entender todos los pasos que se han dejado sin
demostrar se han incluido esas demostraciones como problemas te6-
ricos en el libro de ejercicios.

Ribadeo, junio de 2006



1 Linealizacion

Una ecuacion

En la resolucién de problemas de ingenieria aparecen a menudo
ecuaciones cuya solucién no se puede expresar como combinacién
finita de funciones elementales evaluadas en nameros enteros, o di-
cho coloquialmente, no se puede dar su valor exacto. No es necesario
buscar ecuaciones complicadas. El siguiente ejemplo es uno de esos
casos:

x —sinx = 1.

Por otra parte, tampoco estamos interesados en el valor exacto,
porque en ultima instancia el resultado de la ecuacion dependera de
unos datos obtenidos con una cierta precisién, y a partir de un cier-
to decimal las cifras del resultado son erréneas. Habra que calcular
la solucién con suficientes cifras decimales para no comprometer la
precisién y ninguna més, pues ya no serfan significativas.

Asi como expresar el valor exacto es imposible, calcular un valor
aproximado es sencillo, no hay mds que ir dando valores a la fun-
cién. Por convenio escribiremos siempre las ecuaciones de la forma
f(x) = 0. En el ejemplo anterior,

x—sinx —1=0.
En este ejemplo, si x = 1,8 tenemos que f(x) ~ —0,17, ysix =2

entonces f(x) ~ 0,09. La solucién estd pues entre 1,8 y 2. Podemos
probar x = 1,9. Si el resultado es positivo entonces la solucién estara



1 Linealizacién

entre 1,8 y 1,9, y si es negativo entre 1,9 y 2. Repitiendo este proceso
unas cuantas veces obtenemos:

f19) <

f(1,95) >
£(1,925) <
£(1,9375) >
£(1,93125) <

Tomando la media de los dltimos valores de x para los cuales f toma
signos contrarios (que en este caso son los dos tltimos) obtenemos
x =2 1,934375.

Este método no es malo. En cada iteracion se mejora a la mitad la
precision, por término medio, lo que significa que cada 10 iteraciones
se obtienen 3 decimales mads. Pero se puede mejorar: Sea xo = 1,9375,
x1 = 1,93125 y x, = 1,934375. f(x,) es menor que cero, por lo que el
siguiente valor, x3, seria (xg + x2) /2. Pero si atendemos al valor de f
y no sélo a su signo vemos que

£(1,9375) = 0,0040,
£(1,934375) ~ —0,00025.

Por lo que podemos suponer que x estard mucho mds préximo a xp
que a xp. La idea es calcular x3 como se muestra en la grafica:

f

X3 X2

X0

El célculo es sencillo y el lector deberia ser capaz de encontrarlo.
Se obtiene x3 &~ 1,934563, y f(x3) ~ —2,6-1077.

El procedimiento se puede refinar para mejorar lo mas posible la
convergencia, dando lugar a un método muy bueno, pero que tiene
el inconveniente de que no se puede extender facilmente a sistemas
de muchas ecuaciones con otras tantas incégnitas.

2



1 Linealizacién

Otra idea consiste en tomar la recta tangente a la funcién en un
punto xp préximo a la solucién. Siguiendo con el ejemplo anterior,

f(x) =1—cosx;

y tomando como punto cercano a la solucién xy = 2 se obtiene la
recta tangente

§(x) = f(2)(x-2)+f(2),
g(x) ~ 1,416(x — 2) +0,0907,
2(Ax) ~ 1,416Ax + 0,0907.

Se resuelve la ecuacion g(Ax) = 0, que es inmediata, y el valor
xp + Ax se toma como nuevo valor aproximado. En el ejemplo que
estamos siguiendo se obtienen sucesivamente los siguientes valores:

2,

1,9360,
1,934563874,
1,934563211.

Con este método, cuando se estd cerca de la solucién, en cada ite-
racion se obtienen grosso modo el doble de decimales que en la ante-
rior.

Este es el método de linealizacién. A diferencia del anterior puede
que no se llegue a ninguna solucién, o que se llegue a una pero no
sea la que deseamos, como se muestra en el siguiente ejemplo, en el
que se parte de un punto demasiado alejado de la solucién que se
pretende obtener (el punto grueso) y finalmente se obtiene otro valor.

Sin embargo en la préctica esto no supone un problema, ya que
rara vez se parte de un punto tan alejado de la solucién.



1 Linealizacién

Un sistema de ecuaciones

La extension del método de linealizacién a més dimensiones es
sencilla. Con dos variables todavia se puede visualizar. En un sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas cada ecuacién representa una
superficie, que corta el plano xy en una linea, curva en general. La
solucién del sistema es el punto de corte de las dos superficies y el
plano xy. La linealizacién consiste en tomar en el punto aproximado
a la solucién el plano tangente a cada superficie, y el punto de corte
de estos planos con xy es el nuevo valor aproximado.

El procedimiento con un niimero cualquiera de variables es el si-
guiente: Sea un sistema

fu(xq,x0,...,%,) =0

de n ecuaciones con n incégnitas.

Sustituimos las funciones f por funciones lineales tangentes a ellas
(que coinciden en el valor de la funcién y en el de la primera deriva-
da respecto de cada una de las variables) en un punto cercano a la
solucién (xq, x7, ..., Xn)o:

4



1 Linealizacién

(fi)o+ <%>0 Axy + (a—g)oszJr et (g}{i)omn =0
9f2

Ax1+(af> Axy + o +<8f2) Axy =0
0 axz 0 0

o
=
S~—
o
+
7 N
‘ 2
e
N———

ox,,

o+ (22) s () smar o+ (22 o

El subindice 0 en la funcién y en las derivadas indica que se evaltian
en el punto aproximado. Por ejemplo, (9f1/ axl)o es el valor de la
funcién df;/dx; en el punto (x1,x,...,Xs)o, y por lo tanto un nu-
mero.

Axj es el incremento de la variable x; respecto al punto aproxi-
mado, y lo mismo para x», ..., x,. Se obtiene pues un sistema de n
ecuaciones lineales en las incégnitas Axy, Axy, ..., Axy.

El sistema se resuelve y el punto solucién se toma como nuevo
punto de linealizacién, y se itera el proceso. Salvo que empecemos
muy lejos de la solucién sera suficiente con una o dos iteraciones, ya
que la convergencia es muy rdpida.







2 Errores aleatorios

Una variable. Funciones de densidad y de distribucién

Una medida es un proceso cuyo resultado final es un valor, que
en nuestro caso serd siempre un nimero. También por medida nos re-
feriremos al nimero, propiamente el resultado de la medida, cuando
no haya lugar a confusién. La palabra observacién se emplea como
sinénimo de medida.

El concepto de medida hay que entenderlo tal como lo hemos de-
finido, en toda su amplitud. Asi por ejemplo, una medida es la su-
perficie de una parcela, la intensidad de corriente en un circuito, la
temperatura del aire... pero también resultados complejos que depen-
den a su vez de otras medidas, como un coeficiente de redondez, la
temperatura estimada en el centro de la Tierra, la edad de un acciden-
te geoldgico...

Una medida siempre lleva aparejado un error, que es la diferencia
entre el valor obtenido y el valor real. Los valores reales, a menudo
desconocidos, los denotaremos con letras como las siguientes: able,
mientras que para los valores observados emplearemos el tipo de le-
tra normal para las variables (salvo la [, que serd ¢ para distinguirla
mejor): ablu. El error es un valor real, desconocido, que representa-
mos con la letra e:

e=1-—/.

Si repetimos una medida varias veces obtendremos diferentes va-
lores: {1, £5... En la siguiente grafica aparece representado un ejemplo

7



2 Errores aleatorios

de forma esquematica. Cada valor se corresponde con una raya verti-

cal.

Los errores son desconocidos, pero se diferencian de los valores
observados en una cantidad constante; es decir, si un valor /1 es 5
unidades mayor que otro ¢, su correspondiente error &1 serd tam-
bién 5 unidades mayor que &;. De modo que la distribucién de los
errores es la misma que la de los valores observados desplazada una
cantidad constante: el valor 1 desconocido.

£

14

1 =

|
|
T
=

Si repetimos la medida mds y mds veces, y suponiendo que fué-
semos capaces de realizar la medida siempre en las mismas condicio-
nes (condiciones ambientales, estado del aparato, estado del observa-
dor... ), la distribucién de los valores observados se aproximaria cada
vez mds a una cierta distribucién f. La figura 2.3 muestra un ejemplo
de esto.

La funcién f recibe el nombre de funcién de densidad. Antes de
definirla de manera precisa conviene llamar la atenciéon sobre una
cuestion: El ejemplo anterior se obtuvo partiendo de la distribucién f
y generando de manera aleatoria 120 observaciones. Es muy comtn
pensar que, si las observaciones siguen la distribucién f, entonces
una muestra de 120 observaciones tendra el siguiente aspecto o uno
muy parecido.

8



2 Errores aleatorios

Que los errores sigan una cierta distribucién no significa que las
medidas se vayan ajustando a esa distribucién de manera casi per-
fecta; simplemente, que si se toman muchas observaciones la forma
de la distribucién obtenida se va aproximando a la distribucién teé-
rica. Para obtener algo parecido a la tiltima grafica habria que tomar
realmente muchas observaciones.

Una vez aclarado este aspecto definimos ya la funcién de densi-
dad. Su definicion se hace de manera indirecta, estableciendo una
propiedad que debe cumplir: Sean 4, b dos valores, que pueden ser
nameros reales o +o0; entonces

[fd=ra<i<), 21

en donde el segundo miembro significa la probabilidad de que la ob-
servacion ¢ obtenida esté en el intervalo [a, b].

Es decir, que el drea bajo la curva f en un intervalo es la probabi-
lidad de que un valor generado aleatoriamente siguiendo la distribu-
cién supuesta pertenezca a dicho intervalo.

De esta definicién de la funcién de densidad se obtiene una pro-

Fig. 2.3



2 Errores aleatorios

piedad muy importante:

+00
f(dt=1. (2.2)

Y finalmente la funcién f es

f
Jr Al T (2.3)

cuando este limite exista.
La definicién de la funcién f entrafia el cdlculo de un limite, pero
mds que el valor f(x) lo que realmente importa es la propiedad (2.1).
Mas sencilla es la definicién de la funcién de distribucién, F:

F(x) = P(—o0 < £ < x). (24)
Por lo tanto,
xljrpr(x) =0, xETooF(x) =1.

Y ademés F es creciente: b > a = F(b) > F(a).
De (2.1) y (2.4) tenemos que

R = [ as 25)

es decir, que la funcién de distribucién es una integral de la funcién
densidad o, lo que es lo mismo, que la funcién de densidad es la de-
rivada de la funcién de distribucién.

A parte de casos patoldgicos en los que el limite (2.3) pueda no
existir, hay casos sencillos en los que puede valer co. Esto sucede cuan-
do en un punto concreto se acumula una probabilidad p > 0.

Supongamos por ejemplo la variable aleatoria: «tiempo de espera
en un seméforo». Supongamos ademas que el seméforo se encuentra
en verde 1/3 del tiempo y 2/3 en rojo. Entonces existe una probabi-
lidad p = 1/3 de que el tiempo de espera sea exactamente 0. Si el
tiempo que permanece en rojo es la unidad, entonces la funcién F es
la de la figura 2.5.

10



2 Errores aleatorios

Fig. 2.5

Si x < 0 entonces F(x) = 0, ya que el tiempo de espera no puede
ser negativo. En cambio, F(0) = P(t < 0) = P(t = 0) = 1/3. A
partir de x = 0 la probabilidad de esperar un tiempo t < x aumenta
de manera continua hasta x = 1, y a partir de ahi F(x) = 1, ya que
P(t<1)=1.

Esta distribucién tiene una densidad infinita en x = 0, resultado
de una probabilidad p = 1/3 > 0 acumulada en un tinico punto. Si
existen varios puntos con una probabilidad mayor que cero la fun-
cién f valdré infinito en todos ellos, y si s6lo conocemos esa funcién
no podemos saber cudl es la probabilidad acumulada en cada uno de
los puntos. Sin embargo la funcién F si que sigue siendo valida, y se
sigue cumpliendo P(a < x < b) = F(b) — F(a).

Aun en el caso de que F sea continua puede haber puntos en los
que f sea infinita. Recordemos que f es la derivada de F, y una fun-
cién puede ser continua en un punto y tener derivada infinita.

Si F es continua en un punto entonces la probabilidad acumulada
en ese punto es 0. La mayoria de los errores de observacién siguen
distribuciones continuas (desconocidas casi siempre, pero continuas),
y por lo tanto la probabilidad de que el error cometido sea un valor
concreto a es exactamente cero.

Es habitual escuchar al respecto que «bueno, eso es la teoria; pe-
ro en la préctica sabemos que la probabilidad de que el error sea un
valor concreto, por ejemplo 3, no es cero. Existe una probabilidad,
aunque sea muy pequefia, de que el error sea exactamente 3». Esta
falacia se debe a un error en el concepto de «exactamente». Se estad
pensando en los valores con un ndmero finito de decimales, no s6lo
los valores observados, sino también los reales, lo cual es imposible.
Se puede argumentar, refiriéndonos por ejemplo a medidas de distan-
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cias en topografia, que nunca se consideraran valores con decimales
mas alla de la centésima de milimetro, incluso los valores reales, y que
entonces si existe una probabilidad, muy pequefia pero mayor que ce-
ro al fin y al cabo, de que el error sea exactamente 3. Cierto, pero eso
no contradice la teorfa, ya que si sélo consideramos posibles un con-
junto discreto de valores, entonces la distribucion estd formada por
muchos puntitos con una probabilidad muy pequefia acumulada en
cada uno de ellos, y en particular habra un probabilidad mayor que
cero en el valor 3.

Esta disertacion es importante para resaltar que no se debe acha-
car cualquier diferencia entre un modelo teérico y la realidad a que
la teoria no se ajusta exactamente a la practica y en algtn punto es
preciso saltarsela. Las frases de tipo «Bueno, pero en la practica... »
suelen esconder una debilidad en la comprensién del modelo teéri-
€o, una excusa para evitar buscar un modelo que se ajuste mejor a
la realidad que el que se esta empleando, o, muy frecuentemente, un
error previo en la aplicacién del modelo que mds adelante se pone
de manifiesto con un resultado imposible, y que es entonces cuando
se echa la culpa al modelo. Toda la teoria de la estimacién, toda, se
basa en tltima instancia en la suposicion de que los valores observa-
dos siguen una cierta distribucién, y la teoria que se deriva de ella
(de la distribucién) es, en términos matematicos, exacta. El problema
radica pues en conocer la distribucién de las observaciones, asunto
harto dificil, y que es el tinico punto en el que el modelo se separa de
la realidad, aunque no suele ser ésta la causa de resultados absurdos
sino una incorrecta aplicacién del modelo.

Dos variables independientes

El paso siguiente al estudio de la distribucién de una medida es
el caso en el que son dos las magnitudes a medir, de valores reales l y
m. Suponemos que las observaciones se realizan a pares, es decir, que
por cada medida de 1 se obtiene una de m, generando una pareja de
valores (¢, m). Repitiendo el par de medidas muchas veces se obten-
drian los pares (¢,m)q, (£,m);... que podemos representar sobre un
plano (fig. 2.6).

Este ejemplo representa un caso en el que la variable m sigue una
distribucién con una densidad constante entre dos valores extremos,
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y la variable ¢ la distribucién f de unas paginas atrds. Se ha repre-
sentado los errores en lugar de los valores observados. La gréfica de
estos dltimos seria idéntica pero desplazada una cantidad 1l en el eje ¢
y m en el eje m. Si las dos variables siguen la distribucién f la grafica
es la de la figura 2.7.

&

Fig. 2.6

Em

&y

Fig. 2.7
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La funcién de densidad en dos dimensiones se define de manera
andloga a como se hizo en una dimensién: La integral de la funcién
densidad en un érea es la probabilidad de que la pareja (I, m) se en-
cuentre en dicha drea.

La funcién de distribucién es

F(x,y) =PI <x,m <y).

La relacién entre las funciones de distribucién y densidad es mas com-
plicada que con una tnica variable.

Correlaciéon entre dos variables

En los dos ejemplos anteriores se ha supuesto que las variables ¢
y m son independientes. En esos casos el hecho de considerar el par
(¢,m) no aporta mds informacién que cada una de las variables por
separado. Sin embargo, a veces los errores en las dos medidas no son
independientes, porque en ellas interviene algtin elemento comun a
ambas. Se dice que estan correladas. La correlacién puede ser positiva
o negativa.

Supongamos por ejemplo que se miden simultdneamente, o con
poca diferencia entre las medidas, una distancia d y un tiempo t. Su-
pongamos que en los resultados que proporcionan los aparatos de
medida influye la temperatura, como suele suceder, y supongamos
por dltimo que en ambos casos a mayor temperatura mayor valor ob-
servado. En las medidas de d y t se producirdn unos errores, y en
consecuencia se obtendrdn d # dy t # t. Sea Ty la temperatura a
la que ambos aparatos dan una medida correcta en ausencia de otros
errores, y To 4+ AT la temperatura a la que se realizaron las medidas.
Entonces en las medidas de d y t se producen unos errores debidos
a la temperatura ¢;, y ¢, respectivamente, con la propiedad de que
cuanto mayor sea €4, mayor es £, y viceversa. Sean ¢ , y €, los erro-
res debidos a los demaés factores, que suponemos independientes del
error de temperatura e independientes entre si, es decir, que no exis-
ten méas causas comunes de error que la temperatura. Se cumple

€1 = &4, + €4y, & = &y t &1,
d2d+€d1+8d0, t=1t+4 ey + €

14
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€4, podra ser en valor absoluto mayor o menor que ¢ ,, por lo que el
signo de ¢; no serd necesariamente el mismo que el de ¢4, y andlo-
gamente para ¢;. Sin embargo, sea un conjunto (grande) de observa-
ciones de d en las que ¢4, tiene un valor a, y otro conjunto en el que
€4, = b < a; entonces en el primer conjunto la proporcién de casos en
los que ¢ es positivo serd l6gicamente mayor que en el segundo. Ex-
presado en términos de probabilidad dirifamos que cuanto mayor es
€4, mayor es la probabilidad de que ¢, sea positivo. En términos mas
generales: sea e un valor cualquiera, entonces cuanto mayor es &g,
mayor es la probabilidad de ¢ > e. El mismo razonamiento nos lleva
a la conclusién reciproca: para un valor cualquiera e, cuando mayor
es ¢4 mayor es la probabilidad de que ¢;, sea (haya sido) mayor que e.
Esto significa que los errores ¢, y €, estan correlados positivamente.

La conclusién a la que hemos llegado es en cierto modo evidente,
pues lo tnico que hemos demostrado es que un error estd positiva-
mente correlado con una cualquiera de sus componentes indepen-
diente de las demads. Pero el mismo argumento aplicado dos veces
nos permite concluir que ¢; y ¢; estdn positivamente correlados. Asi,

1. Para todo e, cuanto mayor es ¢; mayor es la probabilidad de
€4, > €.

2. A mayor ¢4, mayor &, (por hipétesis).

3. Para todo e, cuanto mayor es &, mayor es la probabilidad de
& > e.

Uniendo los tres puntos (aunque mds adelante matizaremos esta
cuestion) se obtiene: Para todo e, cuanto mayor es e; mayor es la pro-
babilidad de ¢; > e, y viceversa; es decir, que los errores en la medida
de d y en la medida de t estdn correlados positivamente. Puesto que
los errores y los valores observados sélo se diferencian en un despla-
zamiento, donde decimos error podemos decir valor observado. La
grafica de los pares (¢4, €;) podria ser como la figura 2.8.

Si en una de las dos medidas se cumpliese que a mayor tempera-
tura menor valor medido entonces la correlacién seria negativa, y el
conjunto de pares (¢4, €¢) seria una forma alargada en la direccién de
los cuadrantes segundo y cuarto. Y si la temperatura para la cual el
error 5, = 0 no es la misma que la que hace cero ¢, entonces el «eje»
de la nube de puntos no pasaria por el origen.
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Em

24

Fig. 2.8

Hemos visto que la correlacion esta planteada en términos de pro-
babilidades. El conocimiento de ¢; no nos permite conocer ¢, simple-
mente aflade informacién al conocimiento de la variable aleatoria ¢;.
Mis exactamente, la funcién de distribucién (o de densidad) de ¢; es
funcién de ¢;4; y mds exactamente todavia:

Decimos que dos variables aleatorias { y m estdn correladas si la
funcién de densidad f (¢, m) no se puede escribir de la forma g(¢)h(m).

Cuando una variable determina totalmente la otra se dice que hay
dependencia funcional, y entonces m = m(¢) y ¢ = {(m), y el conjun-
to de pares (m, ¢) es una curva. La dependencia funcional es un caso
particular de correlacién. Manteniendo la nomenclatura de la corre-
lacién, decimos que la relacién funcional es positiva si la funcién es
creciente, es decir, si a mayor £ mayor m, y negativa en caso contrario.
También se puede definir de manera precisa la correlacién positiva
o negativa en un punto, aunque no lo haremos aqui. Tanto la depen-
dencia funcional como la correlacién pueden ser positivas en unos
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intervalos o conjuntos de valores y negativas en otros.

En muchas ocasiones un error depende funcionalmente de uno
o varios factores. En el ejemplo anterior de la distancia y el tiempo,
eq, = €4, (T) y e, = &4, (T).

(2.6) Si existe dependencia funcional entre a y b y entre b y ¢, en-
tonces obviamente también existe dependencia funcional entre a y c.
Aplicado al ejemplo, hay dependencia funcional entre ¢4, y €, .

(2.7) Cuando existe dependencia funcional entre a y b y correla-
cién entre 4 y ¢, entonces también existe correlacién entre by ¢, y si
a 'y ¢ no estan correladas tampoco lo estardn b y c. La dependencia
funcional simplemente transforma un valor en otro, y no modifica la
condicién de correlacion entre dos variables.

(2.8) Por el contrario, si a y b estdn correladas asi como b y ¢, no
podemos asegurar que a y ¢ estén correladas. Esta no-propiedad se
pone de manifiesto con un ejemplo sencillo: Sean €1, ep dos errores
independientes, y ¢ = ¢ + ¢,. Entonces ¢; estd correlado con e y ¢
con &, y sin embargo ¢; y €, son independientes.

Volvamos entonces al ejemplo de los errores ¢; y €;. Recordamos
las tres relaciones, escritas mds brevemente:

1. Entre ¢4y €4, existe correlacién positiva.

2. Entre g4, y ¢, existe dependencia funcional positiva.

3. Entre ¢, y ¢ existe correlacion positiva.

El paso intermedio 2 podemos eliminarlo gracias a la propie-
dad (2.7), pues es una dependencia funcional, y queda:

1. Entre ¢, y &4, existe correlacion positiva.

2. Entre ¢4, y ¢ existe correlacion positiva.

Como acabamos de ver esto no permite concluir la correlacién en-
tre ¢4 y €+ La informacién que falta es que para pasar de ¢, a ¢ se
suma un elemento, ¢, independiente tanto de ¢; como de ¢, por
lo que la correlacién positiva entre ¢ y ¢4, se transmite a ¢;. Con esto
completamos el razonamiento acerca de la correlacién de las medidas
d y t. Enunciando de manera general, la propiedad es la siguiente:

(2.9) Sean ¢ = {1 + {, y m = my + my, en donde {1, {3, m1,my son
variables aleatorias, tales que ¢, y my son independientes entre si y
respecto a {1 y my, y entre {1 y my existe una correlacién con un cierto
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signo. Entonces | y m son variables aleatorias con una correlacién del
mismo signo.

El ejemplo de la distancia y el tiempo es un caso particular en el
que la correlacién es una dependencia funcional. La propiedad tam-
bién incluye el caso trivial en que ¢1 y m, son independientes y enton-
ces | y m también lo son.

Otro ejemplo de correlacién se da en topografia en la medida de
dos angulos contiguos.

Se miden de manera directa los dngulos OPA, OPB y OPC, ob-
teniendo unos valores Ly, Lg y Lc. Los valores observados de los
dngulos « y 3 son entonces

DCZLB—LA, ﬁ:Lc—LB;

Y sus errores
806 = 8LB - ELA/

8‘3 = €Lc — fLp-

Suponemos que los errores en las medidas Ly, L, Lc son indepen-
dientes. Las expresiones de los errores ¢, y ¢g son exactamente las del
teorema (2.9), con {1 = e, y o = —¢p,. Por lo tanto las medidas «
y B estdn correladas negativamente. La grafica de los pares (eq, €p)
serd una nube alargada hacia los cuadrantes segundo y cuarto. Si las
distribuciones de los errores de L, ..., Lc son iguales e iguales a la
distribucién f de mads arriba, la pareja de errores (2, —2) es mds pro-
bable (el punto tiene una densidad de probabilidad mayor) que la
pareja (1,1), aunque ésta tenga unos valores menores.

El reciproco del teorema (2.9) es muy interesante desde un punto
de vista préctico: Si dos observaciones estdn correladas es porque, de
entre las componentes del error de la primera, existe al menos una
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que esta correlada con una de las componentes del error de la segun-
da. Cuando llegamos en la descomposicién hasta los factores prima-
rios del error, entonces existe un factor que es comdn a ambos errores.
En el ejemplo de la distancia y el tiempo es el factor AT; en el ejemplo
de los dngulos, la medida Lg.

Si el namero de medidas es mayor que dos entonces tendremos
variables aleatorias de 3 o mds dimensiones, formadas por n-uplas
(01,03, ...,¢y). El conjunto de muchas n-uplas serd una nube de pun-
tos n-dimensional.

Sélo tiene sentido considerar variables aleatorias n-dimensionales
si las medidas estdn correladas. Si no es asi, es mds sencillo y no resta
ninguna informacién trabajar con cada variable por separado.
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Concepto de estimador. Valores reales, observados y ajustados. Re-
siduos

Dado que las medidas contienen un cierto error, en muchas oca-
siones, para obtener la precisién requerida o simplemente por segu-
ridad, se repite la medida de una magnitud varias veces, o se toman
mas medidas de las necesarias para resolver el problema (por ejem-
plo, si para determinar la forma de un tridngulo medimos los tres
lados y los tres dngulos). La repeticiéon de medidas puede entender-
se como un caso particular de la obtencién de méds medidas de las
necesarias.

En estos casos se pueden seguir criterios varios para tomar la so-
lucién definitiva. Cada criterio recibe el nombre de estimador. Por
ejemplo, en el caso de medir varias veces una misma magnitud, el
criterio o estimador seguido puede ser la media aritmética de los va-
lores observados, la mediana, la media aritmética previa eliminacién
de los valores extremos, o cualquier otro que se nos pueda ocurrir. En
el caso del tridngulo en el que se han medido dngulos y lados, serd un
criterio que tenga en cuenta tanto las medidas de los d&ngulos como
las de los lados.

La aplicacién de un criterio determinado buscard obtener unos
valores que se ajusten lo mds posible a los valores reales. Los valores
obtenidos se llaman valores ajustados, y son estimaciones de los valo-
res reales. Los valores ajustados los representaremos con el siguiente
tipo de letra: abla. Tenemos entonces para cada medida tres valores:
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valor real 1, valor observado ¢ y valor ajustado o estimado .

Los valores observados, al estar afectados por unos errores, no se-
rdn coherentes como valores reales. Por ejemplo, volviendo al caso
del triangulo, si los dngulos medidos son A, B,C y los lados a,b,¢,
no habra ningtn tridngulo cuyos dngulos sean A, B, C y cuyos lados
sean a,b,c. No se cumplird A + B + C = 180°; tampoco la proporcio-
nalidad entre lados y senos de angulos, ni cualquiera otra relaciéon
que se pueda establecer entre los lados y dngulos de un tridngulo. En
cambio los valores ajustados si que tienen que ser coherentes, ya que
el conjunto de valores ajustados es una posible solucién.

Cada valor ajustado implica una estimacion del error: e = ¢ — 1. La
cantidad € juega un papel central en toda la teorfa de la estimacién y
recibe el nombre de residuo. Se representa por la letra v. Por lo tanto
v = € = { — l. Es habitual definir el residuo como el valor ajustado
menos el observado, I — ¢, lo que da lugar a no pocas complicaciones
cuando se representan graficamente o se trabaja con distribuciones
asimétricas. Resulta mucho més natural definir un valor ajustado del
error, y no de menos-el-error.

Una vez elegido un estimador, es decir, un método, los valores
ajustados son también variables aleatorias. Por ejemplo, supongamos
una observacion cuya funcién de densidad es uniforme entre los va-
lores 1 — 0,5y 1+ 0,5 (figura 3.1), que se realizan dos observaciones
y que se elige como estimador la media aritmética. Entonces el valor
ajustado I queda determinado mediante el siguiente proceso:

1. Obtener una medida /4.
2. Obtener otra medida /.
3. Sumar /1 + 4.

4. Dividir entre dos.

Por lo tanto, si repetimos estos cuatro pasos muchas veces obten-
dremos valores l1, l5... De modo que el valor ajustado es una variable
aleatoria. Se puede obtener teéricamente su distribucién, y es la que
se muestra en la figura 3.2. La parte inferior es el resultado experimen-
tal de aplicar los cuatro pasos muchas veces y trazar una raya vertical
para cada valor ! obtenido. Si el lector tiene algtin medio para generar
valores aleatorios con distribucién uniforme es muy aconsejable que
realice el experimento por si mismo.
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1-05 1 1+05

Fig. 3.1 Fig. 3.2

Si en lugar de dos observaciones tomamos tres, entonces la media
sigue la distribucién de la figura 3.3. Si en lugar de tomar la media
empleamos la mediana (en el caso de tres valores el valor del medio),
el valor ajustado [ sigue la distribucién de la figura 3.4.

Fig. 3.3 Fig. 3.4

Puede verse que en este supuesto, es decir, distribucién uniforme
centrada en el valor real y tres medidas tomadas, es mejor la media
que la mediana.

Medida de los tres dngulos de un triangulo

Veamos un ejemplo més. En un tridngulo se han medido los tres
dngulos, obteniendo ¢4, {3, {3, y se trata de estimar el valor verdadero
de cada uno de ellos. Para ello sumamos los tres valores observados,
y el error en la suma, que en este caso si es conocido ya que sabemos
el valor real, l; + 1, + 13 = 180°, lo dividimos entre tres y lo resta-
mos al valor observado de cada dngulo. Suponemos para los valores
observados la misma distribucién que en el ejemplo anterior.
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El estimador en este caso es el siguiente:

1. e = (1 + £+ £3) — 180,
2. v =wv =u3 =¢/3,

3. 11 =41 —,

4. Iy = ly — vy,

5. I3 = {03 — 3.

Para obtener la distribucién de cada valor ajustado expresamos
dicho valor en funcién de las observaciones originales, cuya distribu-
cién conocemos:

h=0i—v =¥ — ((£1+€2+£3)—180)/3

:11+€1*(11+lz+13+61+82+€3*180)/3
:11+£1—(€1+€2+53)/3:ll+%51_%52_%53-

Y las correspondientes igualdades para I, y l3:

2 1 1
l1211+§€1—§£2—§531
2 2 — 381 T 38 — 3¢&3,
3=13—1e1—er+ 32
3 =B =38 — 38 T 3¢&3.

Las variables €1, €5 y €3 son independientes, por lo que no resulta
muy dificil obtener la distribucién de cada uno de los I conociendo la
de los primeros. La transmisién de distribuciones no la explicaremos
de manera sistemdtica porque superaria el objetivo fijado para este
libro en cuanto a la teoria sobre probabilidad y estadistica. El resulta-
do es la distribucién siguiente. Para cada [ estd centrada en el valor
real l:

Cada pareja 1,1y, lp, 13, 3,11 esta correlada negativamente, como
puede apreciarse en el resultado experimental de la figura 3.6.

En lo que respecta a las tres variables en conjunto, tienen depen-
dencia funcional, ya que l; + Iy 4 I3 = 180, lo que permite expresar
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Fig. 3.6

cada uno en funcién de los otros dos. Siempre que se realicen mds me-
didas de las necesarias para determinar el problema los valores ajus-
tados estaran ligados mediante relaciones funcionales, tantas como
exceso de medidas haya. Este exceso de medidas se llama redundan-
cia. Asf, si se miden los tres angulos de un tridngulo hay una redun-
dancia. En el ejemplo anterior en el que se mide una misma magni-
tud tres veces hay dos redundancias, y las relaciones funcionales son
lh=h=1.

Ademads de los valores ajustados, cualquier magnitud que depen-
da de las observaciones serd una variable aleatoria que sigue una cier-
ta distribucién. Por ejemplo, podemos estar interesados en el maximo
valor de tres observaciones ¢1, {3, {3 de una misma magnitud. En este
caso la funcién de distribucién es muy fécil de obtener:

P(max{fy, 05,03} < x) =P(f; < x,lp < x,03 < x)=F(x)F(x)F(x).

Si al maximo lo llamamos M y a su funcién de distribucién Fjy,
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La distribucién de un valor ajustado o estimado queda definida
de la siguiente manera:

1. Se realiza un conjunto de medidas ¢1, ¢, ..., £;; de unas magni-
tudes 14, 1y, ..., L.

2. Lasmedidas ¢4, 45, ..., {;; siguen una distribucién que se conoce
(o se supone).

3. Elvalor ajustado es una funcién de las medidas: z = f ({1, {5, (3).

La funcién del tercer apartado es lo que recibe el nombre de esti-
mador. Estos son algunos de los estimadores que hemos visto hasta
el momento:

L=+l +43)/3;
I = %51 — %Ez — %53 + 60;
M = méx{€1,€2,€3}.

En muchas ocasiones los valores ajustados pretenden ser una es-
timacion de los valores reales. En esos casos los estimadores selec-
cionados deben proporcionar necesariamente un conjunto de valores
11,0, ..., 1, coherente.

Funcién g de estimacién de los valores reales

Vamos a ver un tdltimo ejemplo algo artificial pero muy ilustrati-
vo. Sea un valor real 1, que para concretar las ideas suponemos una
longitud. Se mide 1 con una regla con divisién de centimetros, y no
se intenta estimar fracciones de centimetro. La longitud a medir estd
muy bien definida, tiene un valor de algo més de 20 cm y se ve cla-
ramente que estd mas proxima a 20 que a 21. En estas circunstancias
la distribucién de ¢ es una con toda la probabilidad acumulada en
el valor 20. La de ¢ es, como siempre, la misma desplazada la canti-
dad desconocida —1. Por lo tanto siempre que repitamos la medida
el valor obtenido serd ¢ = 20, y el error serd el mismo, aunque no
lo conozcamos. El valor ajustado serd légicamente [ = 20, también
constante.

Sin embargo, el hecho de obtener | = 20 con probabilidad 1 no sig-
nifica que el valor real sea 20. Puede haber sido 20,1, 20,2, 20,236... Si
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ademds desconocemos el hecho de que el valor real es mayor que 20,
entonces también podria ser 1 = 19,98, 19,6... Podemos incluso decir
que la probabilidad de que el valor real haya sido 20,2 es la misma
que la de que haya sido 19,7. Estamos introduciendo el concepto de
probabilidad en el valor 1, que es una cantidad fija. Se puede hacer de
manera correcta de la siguiente manera: Hasta ahora hemos conside-
rado la distribucién que sigue el valor ¢ cuando la magnitud a medir
tiene el valor real 1. Podemos considerar cual seria la distribucién de ¢
si el valor real fuese otro valor x # 1, que denotaremos por fx(¢), y
esto lo podemos hacer para todo x.

P(¢ = 20)

T I T

19 20 21

Fig. 3.7: Probabilidad de ¢ = 20 para cada 1

La gréfica 3.7 muestra la probabilidad de ¢ = 20 para cada valor
de 1. La probabilidad es 1 cuando 20 es claramente el valor més cer-
cano a 1, y es 0 cuando el valor mds cercano es claramente otro. Si
| estd proxima a un medio centimetro se considera que puede haber
vacilacién a la hora de asignar /. En concreto se han tomado como
limites para esa vacilacién 0,4 y 0,6, siendo maés alta la probabilidad
de tomar el valor por exceso cuando mayor es L.

La gréfica 3.7 no es una funcién de densidad. Es simplemente una
funcién que toma como valor una probabilidad, y por lo tanto habra
de estar entre 0 y 1, nada mas. Sin embargo se transforma facilmente
en la funcién de densidad de «l sabiendo que ¢ = 20», que llamare-
mos g(1). A priori (es decir, antes de conocer que el valor observado
ha sido 20), no hay nada que nos haga suponer que el valor real tiene
mas probabilidad de ser 19,9 que de ser 19,42, por ejemplo. Sin embar-
go la funcién de la figura 3.7 indica que de las veces en que 1 = 19,42
s6lo en una proporcién de 0,1 obtendremos ¢ = 20, mientras que si
1 = 19,9 el resultado siempre serd ¢ = 20. Por lo tanto, si hemos obte-
nido ¢ = 20 es mds probable que el valor original fuese 19,9 que que
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3 Estimacion

fuese 19,42. Exactamente es 1/0,1 = 10 veces mds probable. Ahora
si estamos hablando de densidad de probabilidad, pues la probabili-
dad de que 1 sea un valor concreto es cero. En definitiva, la funcién
de densidad de 1 sabiendo que ¢ = 20 es proporcional a la fig. 3.7, es
decir, a la probabilidad de ¢ = 20 para cada L.

La constante de proporcionalidad se halla sabiendo que, al ser una
funcién de densidad, el drea bajo la curva tiene que ser 1 (propie-
dad (2.1)). En este ejemplo concreto ha dado la casualidad de que el
drea ya es 1, asi que la constante es 1 y la funcién se queda como esta
(fig. 3.8).

g(l)

T I T

19 20 21

Fig. 3.8: Densidad de probabilidad de 1 sabiendo que ¢ = 20

Mis ejemplos de funcién g

Si la distribucién es uniforme entre dos extremos, por ejemplo
1 —2,1+ 2, y obtenemos una medida ¢, entonces es evidente que el
valor real puede estar entre ¢ — 2 y £ + 2 con igual probabilidad. Sin
embargo, si existe una asimetria en el proceso de medida, y el valor
medido sigue una distribucién uniforme entre 1 — 1,1+ 2; entonces,
obtenida una medida /, el valor | puede estar entre / — 2y ¢ + 1, tam-
bién con igual probabilidad (fig. 3.9).

Si la distribucién de £ es uniforme entre | — 2 y 1 + 2, pero obtene-
mos dos medidas en lugar de una, entonces la distribucién de posi-
bles 1 cambia. Sea por ejemplo ¢, — /1 = 1,2: entonces | no puede ser
menor de ¢; — 0,8, ya que en ese caso habria sido imposible que hu-
biésemos obtenido ¢,. Andlogamente tampoco puede ser mayor que
¢y 4 0,8. Por lo tanto la distribucién de posibles 1 es uniforme entre
1 — 08y fp +0,8. La longitud de este intervalo es 0,8 + 1,2+ 0,8 =
2,8, por lo que el valor de la funciéon de densidad en ese intervalo es
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| B

| |
-1 1 142 -1 ¢ (42

f(¢) para un valor real 1 g(1) para un ¢ observado

Fig. 3.9

— . ‘ ; L
/1—0,8 ¢ ly £,40,8 {1—0,8 01 lr 40,8

fi1(¢q,4;) paracadal g(1) para los ¢1, ¢, observados

Fig. 3.10

1/2,8, para que se cumpla (2.1). En la figura 3.10 se muestra a la dere-
cha la funcién g(1) y a la izquierda la funcién que, para cada 1, da la
densidad del par de medidas /1, ¢5; es decir, para cada 1 consideramos
su funcién de densidad bidimensional para un par de observaciones,
y tomamos el valor que esta funcién tiene en el punto ¢, ¢». En el
ejemplo de la regla que mide centimetros la funcién equivalente era
la probabilidad de obtener ¢. Ahora es una densidad de probabilidad
porque la probabilidad de obtener una pareja concreta ¢, , es cero.
En los puntos en los que no vale cero esta funcién vale 1/16, puede
el lector intentar averiguar por qué.

Puesto que la funcién de densidad de 1, que es la que interesa, es el
resultado de multiplicar la que da fi(¢1, 2, ..., {x) para cada 1 por la
constante adecuada para que se cumpla (2.1), el valor exacto de ésta
es irrelevante, s6lo importa la proporcionalidad entre unos valores y
otros.

Supongamos ahora que la funcién f de densidad de las observa-
ciones es triangular como la de la figura 3.2, entre los valores 1 — 1y
1 + 1. Realizamos dos medidas y obtenemos /1, {5, que se diferencian
en 1,6. Construimos la funcién que, tomando como variable 1, da la
densidad de probabilidad de ({1, ¢5), sin més que para cada | tomar
el valor f1(¢1)fi(£2). Si 1 es menor que ¢1 + 0,6 o mayor que ¢, — 0,6
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Fig. 3.11 Fig. 3.12

(que son respectivamente ¢, — 1y ¢; + 1), el resultado serd cero. Entre
ambos valores vale

(1-(=£)1=-(-1).

Multiplicando por la constante adecuada para que la probabilidad
total sea 1 obtenemos la funcién de densidad g(1) para los valores
(01, ¢,) observados. El resultado es el de la grafica 3.11.

Si la diferencia entre las dos medidas es 0,6, entonces si 1 lo toma-
mos entre ¢1 — 0,4 y {1 los dos valores fi(¢1), fi(¢2) los obtenemos de
la rama derecha de f, y por lo tanto g(1) serd proporcional a

(1= -1)A-(-1).

Si 1 estd entre {1 y {5, cada observacién estdaunladode 1,y

g) o (1—(1—61))(1— (1))~

Finalmente, si 1 estd entre ¢, y ¢, 4 0,4 entonces

g() o< (1= (L —1))(1— (b2 —1)).

La funcion g es la de la gréfica 3.12.

Proceso general para la obtencién de la funcién g

El proceso general de obtencién de la funcién g cuando hay varias
magnitudes medidas es el siguiente:

“El simbolo &« significa proporcional a.
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3 Estimacion

Hay un conjunto de m magnitudes cuyos valores reales, descono-
cidos, son 14, 1y, ..., ;. Hemos medido las m magnitudes y obtenido
unos valores 1, 0>, ...,y

Todas las magnitudes quedan determinadas conociendo n magni-
tudes independientes de entre ellas. Entonces el conjunto de posibles
m-uplas (14, 1p, ..., L) es un subconjunto de dimensién n del espacio
m-dimensional de las m-uplas (si todas las magnitudes son nimeros
reales este espacio sera R").

Para cada (11,1, ..., 1) posible suponemos una distribucién pa-
ra los valores observados. Para cada una de estas posibles m-uplas
los valores observados pueden ser cualesquiera, de modo que, para
cada (14,1, ..., L) concreto, la distribucién de los ({1, 4, ...,4n) €s
m-dimensional. Si las observaciones son independientes estadistica-
mente (no estan correladas) la funcion de densidad f (41,0, ..., m)
serd simplemente el producto de las funciones de densidad indivi-
duales f1(¢1)f2(42) -+ fiu(¢m), pero en general no serd asi. En todos
los ejemplos vistos hasta ahora, al variar el conjunto de valores reales
la funcién f simplemente se desplaza con ellos. Mas adelante vere-
mos un ejemplo en el que esto no es asi.

Para cada (1, 1p, ..., L) posible tomamos el valor de la correspon-
diente fy, 1, . 1,(¢1,42,...,¢m) en el punto (¢,£3,...,¢y) de valores
medidos, obteniendo asi una funcién de las variables 14, 1, ..., 1;;.

Multiplicamos la funcién anterior por la constante adecuada para
que la integral total sea 1, y obtenemos ¢(1, 1o, ..., Lin).

La funcién g contiene toda la informacién que podemos deducir
sobre los valores reales a partir de los valores observados. Cuando la
funcién f es asimétrica la funcién g suele presentar la misma asime-
tria pero en sentido opuesto, como en la figura 3.9. Esto es légico, ya
que si respecto al valor real es mds fécil equivocarse por exceso, en-
tonces, obtenido un valor ¢, es mds facil que el valor real sea menor
que / que que sea mayor. Un ejemplo bastante claro es el de la siguien-
te figura, en el que se considera que se observé un tinico valor /.
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3 Estimacion

Estimacion de una magnitud de tipo escala

El dltimo ejemplo de este capitulo es algo mas complicado que los
anteriores, pero muestra muy bien el cardcter inverso de la estimacién
y las dificultades y paradojas que pueden acompanar al resultado.
Sea una funcién

flt)=tet, x>0,

para un valor real | = 2.

Fig. 3.14

Siel valor 1 es otro, la funcién de densidad en lugar de desplazarse
se escala, de manera que el valor fi(¢) es fz(%ﬁ), como se muestra en
la figura 3.14. Pero al escalar de esta manera estamos modificando el
area total, en proporcién 1/2. Entonces es necesario multiplicar toda
la funcién por 2/1, de manera que el drea total siga siendo 1. Por lo
tanto la funcién fy, para cualquier 1, es

2
A0 =1 £30).
Antes de obtener la funcién g(I) vamos a hacer un pequefio estu-

dio de la funcién f. Nos limitaremos a f;, y los resultados obtenidos
se pueden aplicar a f escalando por la constante 1/2.

La esperanza o media es fom 02e~'de = 2; es decir, el valor real.
La funcién de distribucion F; es foé fa(t)dt.

Fo(f) =1— (L +1)e "
La probabilidad de obtener un valor menor que el real, 2, es
F2(2) =1—3e 2 ~0,594.
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Y la mediana,
F,1(1/2) ~ 1,678.

El méaximo de f, se da en f}(¢) = 0, que se corresponde con ¢ = 1.

La funcién f, comienza en el punto (0,0) y va creciendo hasta
¢ =1, punto a partir del cual empieza a decrecer indefinidamente. La
funcién es muy asimétrica respecto a £ = 1, y aunque este sea el valor
maéximo la mediana estd en 1,678 --- y la media, que coincide con 1, se
va hasta 2.

La funcién g(1) para un valor £ es proporcional a

A= aG0 =gt

20

4 /700
Tenemos que /l_f e tdl = ZE_ZTé, y [Ze_T}O = 2. Asi que, final-
mente,

s =%et, G(l)=e 7. (3.1)

En la figura 3.15 se muestran las funciones f,(¢) y g2(1), considerando
que esta tltima es g(1) cuando ¢ = 2.

U
N

—_
N+

Fig. 3.15

Podriamos haber intentado obtener directamente G(1) a partir de
F(¢) mediante el siguiente razonamiento: Al escalarse con 1la funcién
f lo que se mantiene constante es la probabilidad de que ¢ sea menor
(o mayor) que cualquier multiplo de 1. Por ejemplo, la probabilidad
de que ¢ sea mayor que 1,61 es independiente de 1, y en concreto vale
F»(3,2) =~ 0475. Entonces podemos pensar que, si hemos obtenido
un valor ¢, la probabilidad de que 1 sea menor que k¢, para cualquier
k, es la probabilidad de que se obtenga un valor mayor que %l (yaque

sil < kf entonces £ > %l), quees1— F(%E)
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Por lo tanto
G(kt) =1—F(3£) =1—F2(2/k).
1=kl = 1/k=1//1,dedonde

G() =1-Fp(¢2) = (X +1)e T, s="5et. @2

Este resultado es distinto de (3.1). Mirando por ejemplo el valor
1 = ¢, vemos que (3.1) da la probabilidad G(¢) ~ 0,135, mientras que
segun (3.2) tenemos G(¢) ~ 0,406. Puesto que el factor (z—f +1)es
siempre mayor que 1, siempre obtendremos un valor mayor con la
segunda expresion que con la primera; la segunda distribucién asig-
na mds probabilidad a los valores menores. Esto lo podemos ver tam-
bién en las funciones g. A parte de la diferencia en el factor 2¢, que
es una constante, la diferencia entre las dos funciones radica en el fac-
tor 1 en el denominador, que conlleva valores de g(1) menores para
mayores L.

El razonamiento seguido en el segundo caso es erréneo. No se
cumple G(k¢) = 1 —F(}+(), aunque parezca paradéjico. En la distri-
bucién de valores observados, si para un valor x la probabilidad de
que el valor observado sea menor que x es la misma que la de que sea
mayor (por lo tanto x es la mediana), eso no implica que la probabi-
lidad de obtener un valor concreto £ mayor que x sea la misma que
la de obtener un valor concreto menor que x. Para valores menores
que x la probabilidad 1/2 se reparte en el intervalo (0, x), mientras
que la probabilidad 1/2 para valores mayores se reparte en (x, o). Se
verd claramente con el siguiente ejemplo, que es un caso discreto en
vez de continuo.

Supongamos que el valor real s6lo admite las posibilidades 1 = 10
y 1 = 20.Sil = 10, sea para cada uno de los valores o conjuntos de
valores siguientes la misma probabilidad:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,{11,...,20},{21, ...,30}, ... , {91, ...,100}.

Hay nueve valores menores que 10 y nueve grupos mayores que
10, por lo que la probabilidad de obtener un valor menor que el real
es la misma que la de obtener uno mayor.

Hay 18 valores o grupos, por lo que la probabilidad de cada uno
de ellos es 1/18. En los grupos la probabilidad se distribuye por igual
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entre los 10 valores, asi que la probabilidad de cada uno de ellos es
1/180.

Supongamos que si el valor real es 20 la distribucién de valores
observados ¢ es andloga:

{1,2},{3,4}, ... ,{17,18},{21, ..., 40},{41, ...,60}, ...,{181, ..., 200}.

También hay la misma probabilidad de obtener una medida me-
nor que la real que una mayor, y la probabilidad de cada grupo o
pareja es igualmente 1/18. La probabilidad de cada valor menor que
20 es 1/36,y es 1/360 para los mayores.

Supongamos que medimos y obtenemos el valor 12. Si 1 = 10,
la probabilidad de obtener el nimero 12 es 1/180, mientras que si
1l = 20 la probabilidad es 1/36. Supongamos un conjunto de 3600
medidas. Si no sabemos nada acerca de los valores reales, es decir,
si suponemos que en principio todos tienen la misma probabilidad,
entonces por término medio 1800 de esas medidas corresponderan a
unl =10y 1800 a1 = 20. De las 1800 observaciones en las que 1 = 10,
habra 1800/180 = 10 en las que se obtenga ¢ = 12, y de las 1800 con
1 = 20 se obtendrd ¢ = 12 en 1800/36 = 50 medidas.

Por lo tanto, de cada 60 veces en las que se obtenga un valor me-
dido igual a 12 sélo en 10 ocasiones serd 1 = 10, y en las otras 50
| = 20. Asi, aunque la probabilidad de obtener un valor mayor que 1
es la misma que la de obtener uno menor, obtenido un valor ¢ = 12
(y cualquiera desde 11 hasta 18), la probabilidad de 1 < £ es s6lo 1/6,
mientras queladel > fes5/6.

Considerando mads valores 1 posibles y realizando cada vez divi-
siones mds finas del conjunto de posibles ¢, podemos aproximarnos
cada vez mads al caso continuo, siempre cumpliéndose que G(1) es
menor que 1 — F(/).

Distribucién de probabilidad a priori de los valores reales

Hasta ahora hemos supuesto siempre que no conocemos nada a
priori acerca de la mayor probabilidad de unos valores reales u otros.
Por ejemplo, en el ejemplo discreto que acabamos de estudiar hemos
supuesto que de 3600 observaciones 1800 por término medio corres-
ponderan a cada valor real. Si hubiésemos supuesto, pongamos por
caso, que por cada dos veces que el valor real es igual a 10 s6lo una es
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igual a 20, entonces de las 3600 observaciones en 2400 ocasiones por
término medio el valor real serd 10, y en las otras 1200 serd 20. Bajo
este supuesto se obtendra el valor 12 en 46,6 ocasiones, de las cuales
13,3 se corresponderdn con 1 = 10 y 33,3 con | = 20. La proporcién es
ahora 2/5, que es el resultado de multiplicar la original de 1/5 por la
proporcién supuesta a priori, en este caso 2/1.

Llevado al caso continuo, suponemos para los valores reales una
distribucion h(1y, 1y, ..., 1;;). Hay que multiplicar la funcion g original
por esa funcién h y por una nueva constante para que la probabilidad
total siga siendo 1, y obtenemos asi la nueva funcién g. Por lo tanto
el valor de la funcién g en cada punto (ly,...,1l;,) es ahora propor-
cionala h(ly,..., Un) f,,... 1, (€1, -, £m). En lugar de la funcion k pode-
mos emplear cualquier funcién proporcional a ella (es decir, que no
nos tenemos que preocupar por que la integral total sea 1), que deno-
taremos también por & aunque no sea propiamente una funcién de
densidad, ya que de todos modos al final tendremos que calcular una
constante para ajustar la integral de la funcién g a 1.

Volviendo al ejemplo f1(¢) = 2/1 f,(3¢), vamos a suponer una
distribucién de los valores reales proporcional a #(1) = 1/1. Entonces
ahora g es proporcional a

Hallamos la constante de proporcionalidad, que resulta ser 1, y obte-
nemos

que podemos comparar con (3.1).

La funcién g nueva tiene una asimetrfa mucho menos marcada.
Como muestra, ahora G(¢) ~ 0,406 frente al 0,135 anterior.

Para funciones del tipo de esta f, que se escalan con 1, «no saber
nada» acerca de la distribucién de los valores reales muchas veces
significa méas bien una funcién k como la que hemos supuesto que no
emplear ninguna funcién /. Esto lo veremos con mds detalle cuando
estudiemos la estimacién de la varianza de una distribucién.
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Intervalos de confianza

Como ya apuntamos, la funcién g contiene toda la informacién
que podemos dar acerca de los valores reales a partir de la informa-
cién de que disponemos, que es la suposicién una funcién h que re-
presenta la distribucién de todos los valores reales (si no empleamos
ninguna estamos haciendo uso implicitamente de una funcién cons-
tante), la suposiciéon de una distribucién de los valores observados
para cada conjunto de posibles valores reales, y el hecho de haber
obtenido unos valores concretos en las observaciones. Sin embargo,
cuando alguien nos pregunta por un ndmero no quiere que le res-
pondamos con una funcién (basicamente porque no sabrd manejar
el resultado). El extremo opuesto a dar la funcién g es obtener sim-
plemente un valor ajustado. Conviene resaltar que la funcién g(1) y
el valor ajustado I son entidades independientes. Partiendo de unas
hipétesis (las distribuciones f y h), la funcién g es una, tinica; es el re-
sultado. Sin embargo el valor ajustado es un ndmero, funcién de los
valores observados. Dicho de una manera un poco brusca, pero cier-
ta, es el resultado de sustituir los valores ({1, ..., ¢;;) en una férmula,
y podemos generar tantos valores ajustados distintos como estimado-
res se NOs ocurran.

Una informacién intermedia entre el valor ajustado y la funcién
g son los intervalos de confianza. Situamos el valor obtenido [ en la
grafica de g, y buscamos un intervalo en torno a ! tal que la proba-
bilidad contenida por la distribucién g en ese intervalo sea un cierto
valor, por ejemplo el 90 %.

A

T

I—-h [ I+h

Por supuesto que hay muchas maneras de obtener tal intervalo,
segln situemos el punto ! hacia la parte derecha del intervalo, cen-
trado, o hacia la izquierda. Supongamos que lo tomamos en el centro.
Entonces obtenemos el valor & tal que (I — h,1+ h) contiene el 90 %
de probabilidad, es decir, existe una probabilidad del 90 % de que el
valor real 1 se encuentre en ese intervalo. El resultado se dara de la
siguiente manera:

l i h/
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en donde ! y /i serdn valores concretos y en algtin lugar especificamos
que el intervalo es el correspondiente al 90 % de probabilidad. Se pue-
den dar varios intervalos, por ejemplo los correspondientes al 90, 95
y 98 %.

Los intervalos de confianza estdn muy estrechamente ligados a la
funcién g. Recordemos que la manera en que se define una funcion de
densidad, y en particular la funcién g, es que [ ub g es la probabilidad
acumulada en ese intervalo. Al dar algunos intervalos estamos apor-
tando parte de la funcién g. Dar infinitos intervalos (y de la manera
adecuada) serfa equivalente a dar la funcién g.

Si hay mas valores estimados, los entornos de confianza seran re-
giones bidimensionales, tridimensionales, y en general n-dimensio-
nales, aunque los valores estimados se suelen agrupar de 2 en 2, o de
1 en 1, dando respectivamente superficies o intervalos de confianza.

La situacién del intervalo o el drea respecto al valor ajustado pue-
de tomarse segtn varios criterios. Uno empleado a menudo es que
las densidades de probabilidad (el valor de la funcién g) en los extre-
mos del intervalo (o a lo largo del borde del drea) sean iguales. Este es
un criterio teérico que da lugar, por ejemplo, a las famosas elipses de
error, que explicaremos en capitulos posteriores. Sin embargo parece
maés légico tomar el intervalo de manera que los extremos estén igual
de alejados del centro, en donde la distancia la medimos en términos
de utilidad. Por ejemplo, si el valor calculado es un factor de escala,
la precision de alguna magnitud, o algo similar, entonces tal vez con-
sideremos que el valor 2z esté tan alejado de z como %:E, y %x como

%x. En estos casos los intervalos de confianza han de ser (z/h, hz).

En la gran mayoria de los casos, en los que calcularemos coorde-
nadas u otros valores que no tienen un cero absoluto, y en los que el
alejamiento en términos de utilidad es el mismo en todas las direccio-
nes, el mejor intervalo serd simplemente (¢ — h,z + h), y en el caso
bidimensional un circulo.

Apéndice al capitulo tercero

Se puede explicar la funcién g(1y, ..., 1) de manera muy breve
a partir de las funciones fi, 1. (¢1,...,¢m), aunque serd incompren-
sible para el que no esté acostumbrado al manejo de distribuciones
multidimensionales y probabilidades condicionadas.
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Definimos una funcién F (1, ..., Ly, €1, ..., £y ). La funcion esté de-
finida en los puntos en los que los valores (1y, ..., 1,;) son posibles. El
conjunto de posibles (1, ..., 1) tiene dimensién 7, y por lo tanto el
dominio de F es n+m-dimensional. Cada punto de ese dominio es el
resultado de una observacion.

FU, oo b1, lm) = f1,, 1, (€1, ..., €m), de manera que F es
proporcional a la funcién de densidad de los (13, ..., L, 41, ..., €m). No
es posible obtener la constante de proporcionalidad porque la inte-
gral de F es infinito, ya que para cada (ly,..., L), [F = [f=1,en
donde las integrales estdn extendidas a todo el dominio de valores
(01, ...,4m) y la funcion f es la que corresponde para los (1, ..., L)
concretos.

El corte de la funcién F por unos valores ({1, ...,¢y) es, salvo
por una constante, la probabilidad de (, ..., 1,;) sabiendo que (con-
dicionada) (¢y,...,4m) es igual a los (¢y,...,{y) concretos. Calcula-
mos la constante de manera que la integral sea 1 y obtenemos asi
g(ﬂl, ,Em).

Para poder obtener una funcién g es necesario que, fijados unos
(41, ...,4m), la integral f]-" para los (ly, ..., 1) posibles sea finita. En
la practica se cumple siempre, ya que F(ly, ..., Uy, ¢1, ..., {m) se apro-
xima rapidamente a cero cuando (41, ..., ¢y) se alejade (1y, ..., Ly).

Si conocemos a priori la distribucién de los (1, ..., ) (n-dimen-
sional), que llamaremos /, entonces

F ool by e ) = B, o W) fry, 1 (B e ).

En esta situacién pueden darse dos casos: que la funcién /i sea auténti-
camente una funcién de densidad, en cuyo caso F si que es la funcién
de densidad del conjunto de valores (ly, ..., Ly, £1, ..., {m); 0 que h sea
una funcién de integral infinito que consideramos proporcional a la
funcién de densidad de los valores reales, como por ejemplo el caso
anterior de 1 = 1/1, y entonces tampoco se puede calcular la constan-
te de proporcionalidad.
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4 Algunas distribuciones

Vamos a mostrar ya de manera concreta las distribuciones mds
importantes en el campo del ajuste de observaciones en topografia.

En primer lugar la distribucién uniforme, que ya se vio en los ca-
pitulos precedentes. Falta mencionar que la desviacién tipica de una
distribucién uniforme de base 1 es o = 1/v/12.

Si se suman dos cantidades que siguen una distribucién uniforme
el resultado es una cantidad que sigue una distribucién triangular,
y si se suman tres el resultado es una distribucién formada por tres
ramas de parabola.

n=1 n=2 n=2>3
Fig. 4.1: Suma de n distribuciones uniformes

Si se suma un nimero cada vez mayor de distribuciones unifor-
mes iguales la variable resultante se aproxima cada vez mds a una dis-
tribucién particular, llamada distribucién normal. Una distribucién
normal de media 0 y desviacién tipica o es la siguiente:

1 2
Mo 27 (4.1)
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La constante (y/277) " se incluye para ajustar la probabilidad total a 1.
Si la media es otro valor y en lugar de 0, simplemente se sustituye ¢
por ¢ — . Se suele emplear la notacién N(p, o) para referirse a una
distribucién normal de media u y desviacién tipica o, o ( u,0) sisoélo
queremos referir los dos valores.

Esta convergencia a la distribucién normal no aparece tinicamente
en la distribucién uniforme, sino que sucede para cualquier distribu-
cién: si se suman distribuciones iguales el resultado se aproxima cada
vez mds a una distribucién normal. Esta caracteristica sorprendente,
un poco mds generalizada, es lo que recibe el nombre de teorema cen-
tral del limite. Sobre este teorema v. cap. 6.

Si una variable £ sigue una distribucién A lo representaremos me-
diante ¢ ~ A.

Si ¢ ~ N(p,0) entonces kf ~ N(ky, ko). Esta propiedad la cumple
cualquier familia de distribuciones. Sin embargo, lo que es una pro-
piedad caracteristica de la distribucién normal es que si se suman dos
variables con distribuciones normales el resultado es otra distribu-
cién normal, como por otra parte cabria esperar de una distribucion
que se obtiene como limite al sumar distribuciones. La desviacién ti-
pica de la distribucién resultante es la composicion cuadratica de las
desviaciones tipicas originales; es decit, ¢ = /(07 +03), y en ge-
neral, si ¢y, ..., ¢, son variables aleatorias independientes que siguen
distribuciones normales N(p1, 01), ..., N(pn, 0,), entonces la cantidad

C=kil1+koly+ -+ knly

sigue una distribucién normal (u, ) en donde

U= kl,ul +k2}12 + - +kn,un/
0% = K20? + k303 + - + k302,

Un caso particular y muy importante de esta propiedad es la me-
dia de n variables que siguen una misma distribucién normal N(y, o).
Aplicando las férmulas obtenemos directamente:

I~ N 7). (4.2)

También suele presentarse el caso de la suma de # variables de distri-
bucién N(0, 0):
Y £~ N(0,/no). (4.3)
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4 Algunas distribuciones

Si x sigue una distribucién N(0, 1), la variable x? sigue una dis-
tribucién que recibe el nombre de x3. La varianza de la distribucién
normal es, por definicién, la esperanza de x?, de modo que la media
de )(% es 1. La varianza también es 1. Si sumamos n variables de ti-
po x3 obtenemos una variable que sigue una distribucién x?3, cuya
media es n al igual que su varianza.

Como estamos sumando distribuciones del mismo tipo, en virtud
del teorema central del limite esta suma tiende a una distribucién
normal, y puesto que la media y la varianza de una x2 son iguales
a n, resulta que

Jim ;= N, V).

Esta distribucion, x?, serd la que sigan las varianzas estimadas.
También surge cuando consideramos distancias a un punto. Si res-
pecto a un punto los valores Ax y Ay siguen distribuciones normales
(0,1), entonces d2 = Ax? + Ay2 sigue, segiin acabamos de ver, una
distribucién X%- La distribucién X% es la mas sencilla de las x?:

xi(x) = 3¢, X(x) =1—e /2 (4.4)

También es la méds habitual en topografia, en donde se suelen consi-
derar los resultados de precisién de planimetria y altimetria por sepa-
rado (si se considerasen en conjunto se emplearia mas x3).

Normalmente querremos la distribucién de d, no de d2. Si llama-
mos f y F respectivamente a las funciones de densidad y distribucién
de d, entonces F(dy) = P(d < dp) = P(d*> < d?) = X(d3). Y f la
obtenemos derivando F.

2 2

f(d) =de 2, F(d)=1—e%. (4.5)

Supongamos por ejemplo que Ax y Ay siguen cada una una dis-
tribucién N(0,3), y queremos saber cudl es la probabilidad de d < 6.

Las variables Ax/3 y Ay/3 son normales (0,1), por lo que (Ax/3)2 +
(Ay/3)* = (d/3)” sigue una x3. Asi, P(d2 < 62) = P((d/3)? < 22) =
X(4) 6 F(2) ~ 0,865.

También aparecerd en los problemas de estimacién el conjunto de
distribuciones t,, de Student, que se explicard en su momento.
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5 Estimadores

Hemos visto que para un mismo problema podemos generar un
numero ilimitado de estimadores. Vamos a ver ahora algunos de los
criterios habitualmente seguidos en la eleccién de los mismos.

Un criterio muy empleado es tomar la media aritmética, cuando
se trata de varias medidas de una misma magnitud. La razén no suele
ser otra que la intuicién. Si queremos basarnos en un criterio riguroso
tenemos que atender a la distribucién. Empezaremos por la distribu-
cién mas sencilla, la distribucién uniforme.

Distribuciones uniforme y triangular

Supongamos para las observaciones una distribucién uniforme
entre los valores | — i y 1 + h, para todos los 1. Supongamos los valo-
res observados ordenados de menor a mayor: 1,45, ..., {;. Entonces
estd claro que 1 no puede ser menor que ¢, — h ni mayor que ¢; + h.
Entre estos dos valores la funcién g(1) es constante, ya que, para cada
posible 1, la probabilidad de haber obtenido los valores /1, ..., £, es la
misma. Del intervalo de posibles valores parece que lo mejor es tomar
el punto medio, que es (¢1 + £;,)/2. Un poco mds adelante veremos
que, en un sentido, efectivamente es el mejor.

En el caso de distribuciéon uniforme la media aritmética no es un
buen estimador. Puede incluso dar lugar a un valor imposible. Supon-
gamos por ejemplo que las medidas son 1, {5, ¢3, con {5, {3 iguales a
{1 +1,6h y £1 + 1,7h respectivamente. La media aritmética da como
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5 Estimadores

resultado I = ¢; + 1,1k, lo que es imposible ya que en ese caso no
podriamos haber obtenido ¢;.

El siguiente paso en complejidad es la distribucién triangular, que
se puede obtener como suma de dos distribuciones uniformes. Recor-
demos que sumar dos distribuciones significa obtener la distribucién
de la observacién (o en general cualquier variable aleatoria) que es su-
ma de las dos observaciones originales. En este caso concreto lo que
estamos diciendo es que si una observacion se obtiene como suma de
dos cantidades que siguen distribuciones uniformes entonces dicha
observacién sigue una distribucién triangular.

Resulta que la distribucién triangular no es tan sencilla. Incluso
en el caso mas sencillo de s6lo dos medidas tomadas la distribucién g
depende de como de separadas estén esas medidas. Repetimos aqui
las figuras 3.11 y 3.12:

0y 0y 51 b

Si las observaciones estdn relativamente separadas entonces la fun-
cién g consta de un tnico tramo. Por el contrario, si estdn mas proxi-
mas la funcién estd formada por 3 tramos. En el caso de dos observa-
ciones nada mads, estas diferencias en las funciones ¢ no importan a
la hora de seleccionar el estimador, ya que de todas formas va a ser
la media de los dos valores observados. Sin embargo, si el nimero de
observaciones es tres 0 mayor, entonces las distintas formas de la fun-
cién g si que determinan distintos estimadores. Cuanto mayor sea
el ntiimero de observaciones mas complicada puede hacerse la fun-
cién g. El ntimero de tramos en su definicién es igual al ndmero de
observaciones comprendidas entre los valores extremos posibles (que
aligual que en la distribucién uniforme quedan determinados por los
valores méximo y minimo observados) méas uno. El valor maximo de
la funcién g es el punto [ tal que Y1/ f;(¢) para los valores menores
que [ es igual a la correspondiente suma para los valores mayores. Si
lmin estd proximo al valor maximo posible, que serd lo habi-

Eméx -
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5 Estimadores

tual con muchas observaciones, el maximo de g se da aproximada-
mente en la media de los valores mds extremos. Si por el contrario
todas las observaciones se concentran en poca longitud, lo que pue-
de suceder en algunas ocasiones con pocas observaciones, entonces
el maximo se obtiene aproximadamente en la mediana de los valores
medidos.

Estimadores de maxima probabilidad

La btisqueda del maximo de g da lugar a los estimadores llamados
de méxima probabilidad. Pero el criterio de maxima probabilidad es
un criterio puntual. Traducido a términos practicos significa que, si
[ es el resultado del estimador de méxima probabilidad, los interva-
los de confianza para probabilidades muy pequefias serdn minimos
cuando el centro del intervalo es el valor I. Pero intervalos de confian-
za de, por ejemplo, el 5%, no sirven de nada. Por lo tanto, el mejor
estimador respecto al criterio de médxima probabilidad es el que haga
mads pequerfio un intervalo de una determinada probabilidad p, por
ejemplo el 96 %. Hay que buscar entonces el valor ! para el cual el
intervalo de probabilidad p tiene longitud minima. Esto que puede
parecer muy complicado no lo es tanto cuando buscamos intervalos
unidimensionales, al menos te6ricamente. El intervalo de menor lon-
gitud es aquél para el cual el valor de la funcién g en sus extremos es
igual.

X1 X1 X2 X2
— —

Fig. 5.3

Una manera de obtenerlo es la siguiente. Sea x; el limite inferior
del intervalo. Entonces en funcién de la probabilidad p queda deter-
minado el limite superior, x;. Si comenzamos dando a x; un valor
muy pequefio, entonces g(x1) serd menor que g(x2) (fig. 5.3). A medi-
da que vamos desplazando x; hacia valores mayores, el intervalo se
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5 Estimadores

va haciendo mads estrecho, al abarcar una porcién de la funcién g con
valores mayores. Llegard un momento en el que g(x1) = g(x2), y en
ese punto x, — x1 es minimo. Una vez hallado el intervalo situamos .
Si queremos que los intervalos sean de la forma [l — 11,1 + h] entonces
serdl = (x1 + x2)/2.

En méas dimensiones obtener el intervalo minimo (que serd un
drea, un volumen, etc.) es mas complicado. Siguiendo en una dimen-
sién, si lo que estamos estimando es un factor de escala S o algo
similar, entonces seguramente queramos que los intervalos sean de
la forma [S/h,hS], de donde S = ,/x1X;. Pero ademads en este ca-
so la longitud de los intervalos deberia medirse por x;/x1, y el de
minima longitud ya no se dard cuando g(x;) = g(x2), sino cuando
x1¢(x1) = x2¢(x2). Una manera de tratar los problemas de factores
de escala es considerar la variable logS en lugar de S. Respecto a la
nueva variable la métrica a emplear es la habitual. De todos modos
las diferencias s6lo son apreciables cuando la longitud de los interva-
los (es decir, la precisién con la que estamos estimando S) es compa-
rable al propio valor de S. En problemas topogréficos la precisién de
un factor de escala suele ser mucho menor que el propio valor. Sin
embargo esto no es asi cuando estimemos los valores de dispersion
de las distribuciones (en general, la desviacién tipica), como veremos
en capitulos posteriores. En topografia no es habitual dar intervalos
de confianza para las desviaciones tipicas estimadas, pero se deberia.

El estimador de méxima probabilidad propiamente dicho puede
interpretarse como el limite de los estimadores de méxima probabili-
dad para intervalos de probabilidad p cuando p — 0.

Estimadores centrados

El criterio de maxima probabilidad puede dar lugar a estimacio-
nes por término medio desviadas del valor real. Es decir, que la me-
dia de los valores I — 1 no es cero. Cf. p. e]. la funcién g de (3.1)
(figura 3.15), en la que el valor de méxima probabilidad es de los me-
nores valores que se pueden esperar para l. Cuando sucede esto se
dice que el estimador no es centrado.

El concepto de estimador centrado se puede entender segtin dos
criterios distintos. Por una parte el problema directo. Para cada 1, o
en general para cada (1, ..., ly), consideramos la distribucién de los
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valores estimados (14, ..., ly) de acuerdo al estimador seguido. Recor-
demos del capitulo 3 que los valores estimados son una variable alea-
toria, al igual que las observaciones, y cuya distribucién se obtiene a
partir de la distribucién de éstas y de la férmula que da los valores
estimados. Entonces, si se cumple

Ell, o bm] = (U, oo, L), (5.1)

y ademds esto se cumple para todas las m-uplas (ly, ..., L), se dice
que el estimador es centrado.

El problema inverso parte de las medidas (s, ..., ¢;;) obtenidas.
En todos los casos en los que se obtenga ese conjunto de valores obser-
vados los valores estimados serdn los mismos, ya que son una funcién
de los valores observados. Sean pues (I3, ..., 1) los valores estimados
correspondientes a ({1, ..., £y ). Por el contrario los valores reales no
seran los mismos, y en concreto su distribucién viene dada por la fun-
cion g(ly, ..., Ly). Los errores cometidos en la estimacion, cambiados
de signo, serdn (—¢;,, ..., —¢,) = (1 — I, oo, by — L)

Un estimador centrado, desde el punto de vista de los valores ob-
tenidos, serd aquél para el cual

E[li — b, ool — L] = (0, ..., 0). (5.2)

Ahora bien, (l4,...,1,;) son cantidades fijas, por lo que la distribu-
cionde (13 — Iy, ..., Ly — L) es la misma distribucién g desplazada el
vector (—ly, ..., —l;), de modo que

Elli — U, oo, b — L] = E[ly, oo, U] — (14, -, L),

en donde E[ly, ..., 1] es la media de la distribucién g.
Por lo tanto, si queremos que la esperanza sea cero el estimador
ha de ser

(11, .. L) = E[l, ..., L) (5.3)

Es decir,

1 = M, etc.

Ig

“Son valores reales desconocidos. No confundir con los residuos, que son valores
conocidos v = £ — 1.
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Las condiciones (5.1) y (5.2) son casi iguales, pero tienen una di-
ferencia fundamental. En la primera los valores (1, ..., 1) son fijos,
y las variables son (ly, ...,1;;); mientras que en la segunda los valo-
res fijos son (ly,...,1y), a través de ({4,...,¢y), y las variables son
(L, ooy L)

Cuando nos refiramos a un estimador centrado sin especificar més
entenderemos que el criterio al que se hace referencia es el inverso.
Desde el punto de vista directo el estimador de médxima probabilidad
de la funcién g de (3.1), cuando hay una tnica observacion, es centra-
do, ya que I = ¥, y vimos para esa distribucién que E[¢] = 1. Desde el
punto de vista inverso estd claro que no es centrado.

Determinar si un estimador es o no centrado desde el punto de
vista directo es una cuestién simple: partimos de unos valores reales
y de una distribucién f para las observaciones; calculamos la distri-
bucién del estimador; calculamos su media y comparamos con los va-
lores reales. Obtener un estimador centrado tampoco suele ser muy
diffcil.

Sin embargo, desde el punto de vista inverso es mds complica-
do. Hay que obtener la funcién g, que ya vimos que puede ser dificil.
Ademads depende en cada caso de la distribucién h(ly, .o, ln) que con-
sideremos a priori, y por lo tanto no quedan determinados tinicamen-
te por las funciones fi, 1, (¢1,...,¢n), mientras que los estimadores
centrados desde el punto de vista directo si.

Por lo tanto, los estimadores centrados «directos» estan asociados
a cada tipo de distribucién f, mientras que los estimadores centrados
«inversos» dependen de cada caso.

Magnitudes «grandes» y «pequefias»

En topografia, al igual que en muchas otras disciplinas, hay a
grandes rasgos dos tipos de magnitudes a estimar. Por un lado va-
lores «grandes»: distancias, coordenadas, dngulos... , la medida de
los cuales tiene una variabilidad muy pequefia en comparacién con
el propio valor, y la distribucién f es simétrica, o podemos considerar
que lo es. Ademads, cuando dependen unas de otras podemos suponer
que las distribuciones siguen siendo todas simétricas, aunque estric-
tamente no sea asi. Por ejemplo, si hay una variable x, y otra variable
y = senx, entonces si la distribucién de x es simétrica respecto a su
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valor verdadero, la de y no lo serd. Pero la funcién f(x) estd concen-
trada en torno a x en un intervalo tan pequefio que en €l la funcién
sen x practicamente coincide con la recta tangente a ella misma en el
punto x, y entonces y = ax + b, y podemos suponer que su distribu-
cién es simétrica y centrada en el valor verdadero.

El otro tipo son magnitudes «pequefias», fundamentalmente resi-
duos y desviaciones tipicas u otras medidas de la dispersién. Pueden
presentarse asimetrias, especialmente cuando el ndmero de observa-
ciones es pequerfio.

En el primer grupo de magnitudes cualquier estimador «légico»
es centrado en sentido directo. En el segundo grupo hay que ser muy
cuidadoso con los conceptos y distribuciones que se manejan, y con
la interpretacién de los resultados obtenidos.

Parametrizacion de las magnitudes observadas

El hecho de que el conjunto de posibles (1, ..., 1,;) sea s6lo un sub-
conjunto del espacio m-dimensional, que ademas no suele ser senci-
llo, complica mucho la estimacién, y en particular la obtencién de la
funcién g. Para evitar este problema se sustituyen muchas veces por
un conjunto de n magnitudes (parametros) (x1, ..., x,) independien-
tes entre si y que determinen totalmente el problema, y de manera
que la expresion de las L en funcion de (xq, ..., x,) y viceversa sea sen-
cilla. Parte de las magnitudes x o incluso todas pueden coincidir con
magnitudes 1. Este es el conocido como método paramétrico.

Toda la teoria vista se puede aplicar sin apenas modificacién a
los pardmetros, ya que las relaciones entre magnitudes observadas y
magnitudes pardmetro son relaciones funcionales; es decir, unos valo-
res coherentes de las magnitudes observadas determinan totalmente
los valores de los pardmetros y viceversa. Asi, para cada (X, ...,Xn)
tenemos la distribucion fx,, . x, (¢1,---, lm) = fu,,.. 1, (41, .-, €m). Ob-
tenemos la funcién g de la misma manera, sélo que ahora se refiere
a los pardmetros, g(x1, ..., x,), en lugar de g(ly, ..., l;) (en ambos ca-
sos el dominio de g es n-dimensional). En la funcién g podemos ob-
tener intervalos de confianza, y basdndonos en ella podemos obtener
estimadores para los parametros. El andlisis efectuado acerca de los
estimadores centrados tanto en el caso directo como en el inverso es
de aplicacién a los pardmetros de manera idéntica.
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Serdn diferentes las distribuciones a priori. Si respecto a las mag-
nitudes (1y, ..., l;) consideramos que no sabemos nada, es decir, dis-
tribucién h proporcional a una distribucién uniforme y que por lo
tanto podemos ignorar, entonces la distribucién de los pardmetros ya
no equivaldra a no conocer nada a priori, y habrd que considerar la
distribucién # a la hora de obtener la distribucién g. En la practica
las magnitudes (1, ..., l;;) serdn de las que hemos llamado grandes,
y entonces se puede suponer una relacion lineal entrelas x y las 1, y la
distribucién de (x3, ..., X, ) también serd proporcional a una uniforme
y podemos seguir ignorandola.

Si un estimador disefiado para los pardmetros da para cada
(41, ..., 4y) unos ciertos valores (z1,...,z,) estimados, entonces au-
tomaticamente también se obtienen los valores (ly, ..., ;) correspon-
dientes, y reciprocamente. Por lo tanto todo estimador de los parame-
tros es también un estimador de las magnitudes observadas, y vice-
versa.

Si un estimador es de médxima probabilidad o centrado (en cual-
quiera de los dos sentidos) respecto a las magnitudes (1i,...,Lx),
no serd en general de maxima probabilidad o centrado respecto a
(x1,...,%n), debido a que las funciones g son diferentes, asi como las
funciones h. Pero una vez mas, si podemos suponer una relacién li-
neal entre los dos conjuntos de magnitudes puede demostrarse que
los estimadores de maxima probabilidad para (1, ..., 1) lo serdn
también para (X, ..., %5 ), y lo mismo para los estimadores centrados,
ya sean centrados directos o inversos.

Estimador de maxima probabilidad para variables independientes.
Ejemplos

Cuando la distribucién se desplaza siguiendo los valores reales,
entonces:

fh,---,lm (fl, ,ém) = fO,...,O(él — 11, ,fm — lm) = fO,...,O(Sll weey &m).

(54)
Si ademads las observaciones son independientes y siguen la misma
distribucién, y denotamos por fj la distribucién de cada una de ellas
para 1 = 0, entonces

f = fO(Sl) "'fO(Em)-
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Si ademads no consideramos ninguna funcién & entonces el estimador
de maxima probabilidad es el que maximiza este producto para los
errores estimados, es decir, los residuos:

(l4,...,lm) talque fo(v1) - fo(um) es maximo. (5.5)

Normalmente se trabajard con (z1, ..., &, ) en lugar de (I1,..., i), pe-
ro no conviene olvidar que en general este estimador es de méxima
probabilidad para las observaciones, no para los pardmetros.

Hay ocasiones en las que las observaciones no cumplen todos es-
tos requisitos pero mediante cambios de variable adecuados se puede
conseguir que los cumplan (v. cap. 8).

Para una distribucién triangular de base 2, por ejemplo, hay que

maximizar
[T -1,
con la restriccién 1 — |v;| > 0 para todo i.
Si fo(e) = e e,

max (He*‘vo =méx ()_ —|v]) = min () _|v|). (5.6)

Y en general, si fy(¢) = ke~ ¥(¢) hay que minimizar ¥" ¢(v). Asi, si
fo es una distribucién normal (0, ) el estimador de méxima probabi-

lidad es
min (Z 112/(2(72)) = min (Z 'uz) , (5.7)

y recibe el nombre de estimador minimo cuadrético.

Es fécil comprobar que el estimador (5.6) aplicado a un conjunto
de medidas de una misma magnitud da como resultado la mediana,
mientras que (5.7) genera la media.

La media aritmética es una de entre muchas medias. Segiin cada
problema se podré aplicar una media u otra en la estimacién (media
geométrica, media cuadrética... ). Al respecto son ttiles las desigual-
dades siguientes:

2 2
b<@<a;b<\/a;b < a (5.8)

que se cumplen si a y b son dos ntiimeros positivos, a > b.
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Finalmente podemos resaltar que la mediana es un estimador muy
robusto, lo que quiere decir que el resultado se ve muy poco afecta-
do si algunas observaciones, por la razén que sea, han resultado muy
erréneas. De hecho es el estimador més robusto, ya que no depende
del valor de las observaciones extremas, sélo de la posicién de la ob-
servacion central, que a su vez estard determinada por los valores que
tengan las observaciones centrales. Por lo tanto puede ser adecuado
emplearlo en lugar del estimador que tedricamente corresponderia
cuando haya un gran ntimero de observaciones muy erréneas (aun-
que en ese caso mejor seria dejar de considerar esas observaciones
como excepcionales y emplear una distribucién f que se ajuste a la
realidad. No es superfluo recordar que no hay que echarle la culpa al
modelo, sino a su incorrecta aplicacién por parte del aplicador).
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limite

El teorema central del limite (en realidad teorema del limite cen-
tral) dice, mds o menos, que si se van sumando variables aleatorias el
resultado tiende a una distribucién normal.

Una primera matizacién surge al pensar en algunos ejemplos. Si
medimos a pasos grandes el ancho de una calle, supongamos que de
bordillo a bordillo, contando cada paso igual a un metro, entonces
podemos encontrar las siguientes causas de error: Error en la apre-
ciacién del paso grande medio, irregularidades en los pasos, error de
redondeo (diremos que una calle tiene 6 6 6% pasos, pero no 6,17),
error en la linea seguida (no serd ni recta ni minima), error en la de-
finicién del extremo del bordillo, hundimiento de la calzada al pisar,
efecto del viento en los pasos, incorrecta apreciacién de la posicién re-
lativa del tiltimo paso y el bordillo, debida por ejemplo a la refraccién
atmosférica entre el suelo y nuestros ojos, desgaste del bordillo desde
que empezamos a medir hasta que terminamos, y todas las que se nos
puedan ocurrir. Las tdltimas causas generan un error inapreciable, y
evidentemente el error, y en consecuencia su distribucién, estara de-
terminado précticamente por las tres primeras, especialmente las dos
primeras, y si estas no son normales (la primera y principal seguro
que no lo es) el error en la medida no serd, ni aproximadamente, una
distribucién normal.

Por lo tanto habrfa que decir mejor, que si se van sumando varia-
bles aleatorias de dispersion similar el resultado tiende a una distri-
bucién normal. Esta condicién esta recogida de manera precisa en el
enunciado riguroso del teorema.
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Este es un capitulo corto pero fundamental. Hemos visto que la
suposicién de distribuciéon normal da lugar como estimador de maxi-
ma probabilidad al estimador minimo cuadrético, y que en muchas
ocasiones podemos suponer que también es centrado. En la mayoria
de los problemas de ingenieria el estimador minimo cuadrético es el
tnico que se aplica. Se suele acudir al teorema central del limite como
justificacién, aunque la realidad es que la mayoria de los ingenieros es
el inico que saben aplicar, y el que todavia se acuerda lo justifica con
el teorema central del limite. De todos modos el estimador minimo
cuadratico, aplicado en todos esos casos en los que estrictamente no
se deberfa, no suele ser malo. Proporciona normalmente resultados
buenos o cuando menos aceptables, es ficil de aplicar, en particular
requiere menos calculos que otros estimadores (esencial cuando los
ordenadores eran més lentos que ahora, y todavia hoy en problemas
muy grandes) y, sobre todo, es muy mecénico, lo que lo hace especial-
mente adecuado para los ingenieros.

Sin embargo existen muchos problemas en los que no es adecua-
do. En particular, los errores de medidas de coordenadas en fotogra-
mas no siguen una distribucién normal, y en bloques grandes las di-
ferencias entre el estimador minimo cuadratico y otro mas adecuado
pueden ser apreciables.

El caso opuesto son los errores de nivelacién. La distribucién del
error de una nivelada serd una en concreto, y un tramo se obtiene co-
mo suma de varias nivelaciones individuales. El teorema central del
limite requiere que las distribuciones sean de dispersién similar, y un
caso 6ptimo es que las distribuciones sean iguales. Si en cada nivela-
da el error de redondeo supone la mayor parte del error total, como
suele suceder cuando se anota sélo hasta el milimetro, la distribucién
del error de cada nivelada serd, salvo en los extremos (cuando la me-
dida esta casi exactamente en el medio milimetro), una distribucién
uniforme. Sino es asi, esta distribucion serd més densa en torno al va-
lor verdadero, aproximadamente con forma de campana. Incluso en
el caso peor de distribucién uniforme, que es completamente distinta
de la normal, la composicién de distribuciones iguales se aproxima
muy rapidamente a la normal.

En muchos procesos de medida el ntimero de causas en que pode-
mos descomponer el error de manera que sean todas apreciables no
es muy alto, por lo que el teorema central del limite no es de aplica-
cién, o incluso si son muchas la distribuciéon resultante puede estar
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6 El teorema central del limite

todavia muy lejos de la normal. El teorema central del limite lo tini-
co que dice es que la distribucién tiende a una normal, pero segln
cémo sean las distribuciones que se suman puede ser necesario tener
que sumar muchas de ellas antes de que el resultado se empiece a
parecer a una distribucién normal. Ademds, donde la convergencia
es mads lenta es en las colas de la distribucién, que es lo mds caracte-
ristico de cada distribucion, y lo que puede dar lugar a diferencias en
los estimadores; en la zona central casi todas las distribuciones tienen
forma acampanada. A este respecto, las colas de la distribucién nor-
mal tienen una densidad que se aproxima muy rapidamente a cero en
comparacién con la mayor parte de las distribuciones que se suelen
presentar.
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7 El estimador minimo
cuadratico

Hipétesis de aplicacién

En el capitulo 5 se vio que bajo ciertas circunstancias el estima-
dor de maxima probabilidad es el que hace minima la suma de los
cuadrados de los errores estimados. Estas condiciones son:

1. La funcién de densidad de las observaciones se desplaza con
los valores reales: fi, 1, (¢1,...,4m) = fo,.0(e1, .-, €m).

2. Las observaciones son independientes: fo  o(e1,...,em) =

= fo,(€1) =+ fo,,(em).

3. Cada una de las observaciones sigue una distribucién normal
centrada en el valor real: fo, = N(0,01), fo, = N(0,02), ...

4. oy =0y = -+ = Oy

Como veremos més adelante, el método de minimos cuadrados se
puede aplicar con apenas variacién cuando las observaciones no cum-
plen estas condiciones pero otro conjunto (¢4, 5, ..., ¢;,) cuyas compo-
nentes son combinaciones lineales de las originales si las cumple. En
particular, si la tinica condicién que no se cumple es la cuarta el cam-
bio de variable es inmediato.

El subconjunto n-dimensional de posibles (1,1, ..., 1) serd en
general complicado, y buscaremos en su lugar un conjunto de n para-
metros (x1,xy, ..., X,) de manera que cualquier combinacién de valo-
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7 El estimador minimo cuadridtico

res de ellos sea posible.”

El método de minimos cuadrados lo aplicaremos a magnitudes
de las que hemos llamado grandes, y podemos sustituir, al menos a
efectos de la funcién g, las relaciones exactas entre observaciones y
pardmetros por relaciones lineales. En el estimador minimo cuadra-
tico esto tiene una ventaja adicional, ya que puede demostrarse que
entonces el estimador de méxima probabilidad también es centrado
desde el punto de vista directo, y si no consideramos ninguna fun-
cién h también desde el punto de vista inverso (v. cap. 10). En ambos
casos sera centrado respecto a las observaciones y los parametros; re-
cordamos que si las relaciones son lineales, un estimador centrado en
algtin sentido respecto a las observaciones lo es también respecto a
los pardmetros en ese mismo sentido, y viceversa.

Si la dispersién en la distribucién de valores observados no permi-
te la aproximacion lineal entonces es mejor buscar el estimador que
dé un resultado centrado en lugar de aplicar el de maxima probabili-
dad.

Planteamiento y linealizaciéon de las ecuaciones de residuo

Vamos a concretar todos los conceptos precedentes con un ejem-
plo. Sea un tridngulo ABC en el que se miden los tres lados y la al-
tura h, (fig. 7.1). Se trata de obtener unos valores estimados de las
dimensiones reales del tridngulo. Suponemos que las distribuciones
de los valores observados se ajustan a las hipé6tesis que permiten apli-
car el método de minimos cuadrados. Esta condicién se dard por su-
puesta en todos los problemas de ahora en adelante siempre que no
se diga lo contrario.

Supongamos los siguientes valores medidos:

{1 = a = 19,095,
ly = b =22,110,

“Cualquier combinacién en un entorno del valor ajustado. Por ejemplo, si toma-
mos entre los parametros los lados 4, b, c de un tridangulo se ha de cumplira < b +¢,
por lo que no todos los valores son posibles. No obstante, los valores imposibles estaran
tan alejados del valor observado que podemos simplemente ignorarlos. De hecho, al
sustituir las relaciones exactas entre magnitudes observadas y magnitudes pardmetro
por otras lineales estaremos admitiendo que trabajamos sélo en un entorno pequefio
del punto de linealizacién, lo que es una restriccién mucho mas fuerte.
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7 El estimador minimo cuadrdtico

A

Fig. 7.1

{3 = ¢ = 20,690,
04 = hy = 19,101.

Elndimero de magnitudes que determinan totalmente el problema
es n = 3. Podemos tomar por ejemplo x; = h,;, x, = d = BD, x3 =
e = DC. Vemos que una de las magnitudes pardmetro coincide con
una magnitud observada y las otras dos no.

Si los valores reales de los pardmetros son (xl,xz, x3), tenemos
que

L =x2 +x3,

b= (¢+x4)"%
b= (3+x3)",
14 = X1.

Y las mismas relaciones se cumplen entre cualquier conjunto de valo-
res ajustados (z1, 2y, z3) y los correspondientes 1y, I, I3, l4.

La solucién minimo cuadrética serd la que minimice la suma de
los cuadrados de los residuos v = ¢ — I.

v =0 — (¢ +z3),
1/2
Up = 62 — (:ZJ% +:D§)

vy = {3 — (a1 + l‘%)l/z

7

(7.1)
Vg = 64 —X271.
Para obtener el minimo de la suma de los cuadrados de las cua-

tro cantidades habria que derivar dicha suma respecto de cada uno
de los pardmetros, obteniendo un sistema de tres ecuaciones con tres
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7 El estimador minimo cuadridtico

incégnitas. Ese sistema se puede resolver de manera iterativa linea-
lizando segtn se explico en el capitulo primero. Aunque sencillo, re-
sulta muy pesado obtener todas las derivadas. Suele ser mucho mds
simple linealizar directamente las ecuaciones (7.1). El resultado no es
exactamente el mismo, pero la diferencia en los coeficientes obteni-
dos para los pardmetros es del orden del propio residuo (cuando el
punto de linealizacién se aproxima al punto solucién) y no afecta a la
convergencia.

En primer lugar hay que escoger un punto para linealizar cercano
a la solucién. Suele ser una tarea sencilla, ya que los valores medi-
dos pueden ser valores conocidos anteriormente (que se vuelven a
medir porque habrdn sufrido pequenas variaciones); en problemas
geométricos se pueden obtener de un croquis; a veces se han medido
directamente de una manera rdpida y aproximada; etc.

La figura 7.1 representa el tridngulo real, asi que el lector puede
tomar una regla y obtener los valores aproximados. Sélo tiene que
calcular el factor de escala comparando las medidas de la regla con
los valores observados. Los valores que obtendra serdn parecidos a
los siguientes: x; ~ 19,10, x; ~ 7,95, x3 ~ 11,14. Para estos valo-
res no emplearemos ningtn tipo de letra especial y los denotaremos
mediante subindice cero; asi, x19 = 19,10, etc.

Hay que resaltar que, al coincidir la magnitud x; con una magni-
tud observada, se podria haber tomado x; igual al valor observado,
pero no tiene por qué. Ademds en sucesivas iteraciones ya no serd
posible, puesto que el nuevo punto de linealizacién serd igual al an-
terior mas los incrementos obtenidos. La forma de la ecuacién corres-
pondiente a vy, que es la més sencilla que puede existir, es la que se
da cuando la magnitud observada coincide con un pardmetro.

Se linealiza pues cada ecuacion en el punto (x1g, X9, X30) y se
substituye en ella cada (z — xg) por Az, segun se explic6 en el ca-
pitulo 1. Veamos por ejemplo la segunda ecuacién:

=ty (@ +ad) by — {(W)ﬁ

X1 X3
() s () o)
x2+x3 /0 x2+x3 /0
Un subindice cero aplicado a toda una expresién significa que ésta
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7 El estimador minimo cuadrdtico

se evaltia en el punto aproximado, es decir, que cada aparicién de un
pardametro toma el valor aproximado.

El segundo término de la ecuacién linealizada es siempre el valor
que resulta para la magnitud observada si los pardmetros toman los
valores aproximados; en este ejemplo, lg = by.

v o= {l+ () o (22), oo},

Los valores Ipq y by son los mismos, pero se suelen emplear como
lo hemos hecho: Iy para el término independiente que se obtiene al
linealizar y by, o en general la letra que empleemos para la magnitud
en cuestién, cuando aparece en los coeficientes de los Az. El término
¢y — Iy, valor observado menos valor aproximado (en este orden), se
suele denotar también con la letra ¢, lo que es muy propenso a con-
fusiones. Para evitarlas nosotros emplearemos una letra maytscula
pequenia: Ly. Por otra parte los coeficientes se denotan por ajj, en don-
de el primer subindice hace referencia al nimero de ecuacién y el
segundo al pardmetro. Asi, para la segunda ecuacion tenemos

Uy R Ly — (1121A:E1 + 023A$3) .

Si sustituimos x1, x2¢, X3¢ por sus valores obtenemos los siguien-
tes ntimeros:

lo = by = 22,1113, 21 = 0,864,
L, = —0,0013, ay; = 0,504.

La primera ecuacién es lineal, y lo tinico que hay que hacer es
pasar de las variables z;, 3 a Azy, Azs.

v = él — ($2+(IZ3) = 51 = {(x2+x3)0+1Am2+1A:1;3}.

Los unos los hemos escrito para poner de manifiesto el paralelismo
con una linealizacién general.

Una vez linealizadas todas las ecuaciones obtenemos las siguien-
tes relaciones aproximadas:

v1 ~ 0,005 — (Amz + A:E3),

vy &~ —0,0013 — (0,86Azq + 0,50Az3),
v3 ~ 0,0015 — (0,92Az1 + 0,38Az5),
vy ~ 0,001 — Azy.
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7 El estimador minimo cuadridtico

Que en el primer y dltimo casos son exactas. Se suele emplear nota-
cién matricial:
VxL—-AXj. (7.2)

Se emplea normalmente X para el vector de incégnitas aunque mas
propiamente seria AX, pero esto tltimo puede interpretarse errénea-
mente como dos matrices en lugar de una sola. Alguna vez necesi-
taremos referirnos al vector X propiamente dicho, asi que para el de
incrementos emplearemos X,. Denotaremos por £ el vector de valo-
res observados, por L el de valores aproximados, y L = £ — Ly. En
nuestro ejemplo la matriz A es la siguiente:

0 1 1

A= 08 0 050
092 038 0
1 0 0

Coeficientes de A y coeficientes de L

Es importante entender el significado de los elementos de la ma-
triz A. Un elemento igual a 0,5, por ejemplo, quiere decir que si el pa-
rdmetro al que acompafia varia una cierta cantidad, entonces el resi-
duo correspondiente varia la mitad de esa cantidad. Es un error muy
comun pensar que los elementos de la matriz A hay que obtenerlos
con una exactitud de muchos decimales, lo que ademds de innece-
sario es absurdo, ya que la linealizacién es s6lo una aproximacién a
las relaciones reales. Se puede ver también de otra manera: Los pa-
rametros serdn unas magnitudes con unas unidades concretas, por
ejemplo milimetros. No podemos saber antes de hacer los célculos
cudl seréd el valor de los Az, pero si los valores aproximados estan
ya cercanos a la solucién si que sabremos aproximadamente en qué
intervalo estardn; por ejemplo, estardn en torno a 10 mm o menos.
Entonces una variacién en el segundo decimal de un coeficiente de
la matriz significa una variacién en el residuo de 0,01Az < 0,1. Este
valor normalmente serd bastante menor que la precisién de la obser-
vacion, y si no es asi sera porque el valor de hasta 10 mm esperado
para los Az es todavia muy grande en relacién a la precisién de las
observaciones, y el propio error inherente a la linealizacién hara nece-
saria otra iteracion. Dos cifras significativas es suficiente (si el tamafio
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7 El estimador minimo cuadrdtico

de la matriz es muy grande, para evitar que se acumulen en exceso
errores de redondeo se pueden emplear tres).

Por el contrario los valores [y tienen que obtenerse con mayor pre-
cisién, ya que el término independiente en las relaciones lineales es
£ — Iy, que serd mucho menor que cada uno de los dos. En el ejemplo
que estamos siguiendo tenemos entre otros Ly = 22,110 — 22,1113 =
—0,0013. Dado que L = ¢ — I, tomar un valor L con un pequefio error
equivale a haber introducido el valor ¢ con ese mismo error. Por lo
tanto, si de acuerdo a la precisién de la observacién no tiene sentido,
pongamos por caso, distinguir entre el valor observado 18,3 y 18,33,
entonces, ya que ambos valores se pueden emplear indistintamente,
los podemos emplear indistintamente en particular al obtener L, y
tampoco tiene sentido una segunda cifra decimal en L. Si por el con-
trario si que es distinto a efectos practicos 18,3 que 18,33, entonces
también serd necesaria en L la segunda cifra decimal. Visto de otro
modo, si repitiésemos el conjunto de m observaciones varias veces
podriamos realizar para cada una de ellas un ajuste. Los valores apro-
ximados pueden ser los mismos en todos los casos, y en consecuencia
también seran los mismos los elementos de la matriz A, y sélo varia-
ran los valores ({4, ..., £y, ), y en exactamente la misma medida variard
el vector (Lq, ..., Ly ), ya que sus valores son las observaciones despla-
zadas la cantidad constante (l1g, ...,Imo); es decir, que los distintos
valores del vector L, determinados directamente por distintos valo-
res de las observaciones, son lo que determina distintos resultados
de varios ajustes para el mismo conjunto de magnitudes observadas,
y deben introducirse en los calculos con el mismo niimero de cifras
decimales que consideremos necesario para los valores observados.

Ecuaciones normales y resolucién

El siguiente paso es obtener las derivadas de Y v? respecto de cada
uno de los pardmetros.

2

v (L1 — (411821 + apAzy + - + a1,Azy))”,

2
ovg
E)Awl

&

—2(L1 — (a11Az1 + - + a1,0zp) ) agy =

2(&111A£E1 + -+ a1, AT, — Ll)all.
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Por lo tanto

oy v2 v 0v3 ovs,

E)Am1 o aAwl 8A:c1 8Aa:1 (\

m
~2)Y (apAzy + - + ajAzy — Li)ag .
i=0

Escribiéndolo en forma matricial e igualando a cero,
(a11 a21 -+ ay) (AXp —L) = 0.

Esta es la ecuacién que resulta al derivar respecto del primer para-
metro. En ella lo tinico que depende de la variable de derivacién es el
vector, que es la primera columna de la matriz A, traspuesta. Derivan-
do respecto a un parametro cualquiera Az; se obtiene una ecuacion
analoga, con la columna j-ésima en lugar de la primera. El sistema de
n ecuaciones escrito en forma matricial es el siguiente:

AT(AXy —L) =0,

en donde 0 es el vector columna cero de n elementos. Por lo tanto la
solucién minimo cuadrética cumple

AT(AX, —L) = 0.

La matriz ATA se denota por N, y el sistema recibe el nombre de
sistema de ecuaciones normales:

NX, ~ AL, (7.3)
Xp ~ N7TATL. (7.4)

Y puesto que es s6lo una solucién aproximada puede ser necesario
realizar otra iteracion.
En el ejemplo del tridngulo se llega a la solucién

Azq = —0,0001, 7, = 19,100,
Azy = 0,0061, — Ty = 7,956,
Azs = —0,0013. z3 = 11,139.

Y en funcién de estos pardmetros ajustados se pueden obtener los
valores ajustados a, b, ¢, h, y los residuos vy, ..., v4.
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8 Cuadrilatero

Lados y diagonales

Un cuadrildtero es todavia una figura
bastante simple y que sin embargo permite
un gran nimero de variantes tedricas, se-
gun cudles sean los elementos que se esco-
jan como medidas. Empezaremos por con-
siderar que se miden los cuatro lados y las
diagonales. Resulta facil ver que son nece-
sarios 5 parametros para definir la figura
(por ejemplo los segmentos d, g, f, e, ). Nosotros tomaremos k = AG,
I = GC, p = BG, g = GD y 7. Las relaciones entre observaciones y
pardmetros ajustados son las siguientes:

a:(kz—l—pZ—kacos'yl)l/z, e=k+1,
b=(p2+l2+2plcosvl)1/2, f=p+a
c :(l2 +q%— 2lqcos'yl)1/2,

d=(¢* + K +2chos'yl)l/2,

Las derivadas de las magnitudes a,b, c y d respecto de cada uno
de los parametros de los que dependen son similares. A continuacién
se muestran las de a:

da _ k—pcosm da _ p—kcosm da_ kpsinm
ok a ap a oy a
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8 Cuadrildtero

A partir de estas escribimos las aproximaciones lineales de los va-
lores ajustados de las observaciones en funcién de los parametros:

o (KPS gy (PR o ()
0 0

etc.

0

Y las expresiones para los residuos

va:a—a%(a—ao)—{(k_paﬂ> Ak+
0

(p—kcos71> Ap+<kpsin'y]> A’Yl}/
a 0 4 0

ve=e—e=(e—e) — (Ak+ Al),
vp=f—=F=(f~fo) = (Ap+Ag).

Las de vy, v, v4 son parecidas a la de v,.
Sustituyendo los valores aproximados de los parametros obtene-
mos la matriz A, muchos de cuyos elementos valen 0, y el vector L.

an 0 a3 0 a5
0 ap a3 0 axs
0 ax 0 a3 azs

VAL-— Xa.
agg 0 0 ay ag |78

1 1 0 0 0

0 0 1 1 0

Y se obtiene N = ATA y la solucién X ~ N~!ATL.

Angulos

La siguiente situaciéon que vamos a estudiar es aquélla en la que
se miden todos los dngulos & y B. La anterior eleccién de pardme-
tros no resulta muy adecuada para este caso. En su lugar empleare-
mos coordenadas, pero de una manera muy simplificada. El origen
de coordenadas lo situamos en el punto A, y podemos suponer que
el punto D tiene coordenadas (1,0). Asi, los tnicos pardmetros son

68



8 Cuadrildtero

(x5, ¥5) ¥ (Xc, yc ). En este ejemplo, al no me-
dir ninguna distancia, sélo establecemos
las relaciones angulares de la figura, no el
tamafio, y en consecuencia el ndmero de
pardmetros disminuye en uno. Las ecuacio-
nes de observacién son las siguientes:

®1 = arctan Yo _ arctan Ye p
xb XC
Xc— Xp 1—x
ap = arctan ——— — arctan ,
Yo — Y Yo
Xc — Xc
w3 = arctan — + arctan ,
Ye Ye
ng = arctan L ;

y unas similares para los d&ngulos f. Las derivadas de estas funciones
se veran en el capitulo siguiente, en el que se tratardn de manera ge-
neral dngulos y distancias, aunque lo tnico que hace falta conocer es
la derivada de la funcién arcotangente.

Angulos y lados. Pesos

Supongamos ahora que medimos angulos y lados. Los pardme-
tros coordenada permiten expresar de manera sencilla tanto dangulos
como distancias. Sin embargo ahora no podemos fijar libremente el ta-
mario de la figura. En particular no podemos tomar las coordenadas
de D como (1,0). En su lugar serdn (x,,0); es decir, que los parame-
tros son (x4, Xp, Yp, Xc, Y ). Podemos plantear las relaciones de obser-
vacion para angulos y para distancias, pero no podemos aplicar el
estimador minimo cuadrético, ya que las observaciones no cumplen
las hipétesis.

En efecto, la aplicacién del método exige 07 = 0 = -+ = 0y, ¥
en este problema se han medido tanto dngulos como distancias. Si los
angulos siguen una distribucién normal con desviacién tipica oy y las
distancias otra con desviacién tipica oy, s6lo se cumplirad 0, = o5 de
casualidad... O si expresamos cada conjunto de magnitudes en unas
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unidades tales que se cumpla exactamente
0y = 05,y esa es precisamente la solucion.

Supongamos por ejemplo que los dngu-
los estan expresados en grados centesima-
les, y 0, = 0°0010; y que las longitudes es-
tdn en metros y 0; = 0,012 m. Si multiplica-
mos todas las distancias por 0, /05 ~ 0,083
obtendremos unos nuevos valores, que po-
demos interpretar como las mismas medi-
das pero en un sistema de unidades anénimo para el cual c; = 0,001
= 0,. Las observaciones asi normalizadas y todas las cantidades que
de ellas se derivan son las tinicas que se emplean en el ajuste, de mo-
do que los nuevos valores los seguiremos denotando de la forma ¢,
reservando la notacion ¢’ para cuando queramos distinguirlos de los
originales. Asi, tendremos los valores normalizados a’,V’,¢’,d’, para
los cuales habra unos valores ajustados a’,¥,c,d’ y unos residuos
v}, v, v, vy, aunque el superindice ’ normalmente lo omitiremos. En
las matrices nunca escribiremos el superindice. Si es necesario distin-
guir indicaremos si se trata de matrices originales (or.) o normaliza-
das (no.).

Para obtener los coeficientes de las ecuaciones linealizadas norma-
lizadas simplemente multiplicamos toda la ecuacién por o,/ 05:

v, &L — (ailel +apAzy + -+ IlinA:rn) 3

|

v & Lj — (ajAzq + alpAzy + -+ + aj, Azy,).
;] = aij‘(% yL; = Li%.

Si hay varios conjuntos de observaciones con distintas desviacio-
nes tipicas en sus distribuciones: oy, g, ..., 0, entonces podemos to-
mar una de ellas como referencia, oy, y escalar las demds medidas
de manera que las nuevas variables tengan todas desviacién tipica
0w, multiplicando por las constantes 1, 0, / 0B,/ O /o). También po-
demos no tomar ninguna como referencia y dividir cada ecuacién
por la desviacién tipica de su observacién, obteniendo ecuaciones
de residuo correspondientes a observaciones siguiendo una distri-
bucién N(0,1). En general, si tenemos unos residuos vy, vy, ..., U,
con sus correspondientes ecuaciones lineales aproximadas, entonces

En donde v = 'Ui%/ a
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v] = v;09/0;, siendo 0y # 0 una constante arbitraria (la misma para

todas las ecuaciones):

’UZ{ = ’Ul'@, ll;] = aij@, L; = L;@ (81)
i Ui i

Supongamos que tenemos un conjunto de medidas pertenecien-
tes todas a distribuciones N(0, 0) iguales. Supongamos que una de
ellas la realizamos un ndmero p de veces. Entonces podemos plan-
tear las ecuaciones de residuo, y las p ecuaciones correspondientes a
esas medidas seran iguales salvo por el término L. La media / de los
p valores sigue una distribuciéon N(0,c/y/n ), segtin se vio en (4.2).
Puede demostrarse que el resultado de la estimacién es el mismo si
sustituimos las p observaciones por una tnica cuyo valor sea igual a
la media. En ese caso, si tomamos ¢ como desviacién tipica de refe-
rencia, la ecuacién del residuo v 7 habra que multiplicarla por \/ﬁ .

En general, si cada ecuacién de residuo v; la multiplicamos por
0o/ 0; es como si todas las observaciones siguiesen distribuciones nor-
males con o = 1y cada una de ellas se hubiese repetido 0§ /0?7 veces.

Por ello estas cantidades reciben el nombre de pesos:

O
Pi= o VPi= (8:2)

Si una observacion tiene un peso igual a 1 es porque su varianza es
igual a 0. Por ello la varianza de referencia recibe también el nombre
de varianza unidad.

Si medimos los ocho dngulos de los vértices y los cuatro lados, y
tomando como parametros (x4, Xp, Yy, Xc, Yc ), la forma de la matriz AT
se muestra en la pagina siguiente. Vemos facilmente que 211 = 1. Las

*Si las cantidades 0 /0 son todas ntimeros enteros el como si es una afirmacién ri-
gurosa. Si son ntimeros racionales entonces podemos multiplicar cada ecuacién por un
comin denominador (lo que equivale a escoger otro 0p) y obtenemos unas nuevas can-
tidades que son todas nimeros enteros. Finalmente, si son irracionales, puesto que los
numeros irracionales se pueden aproximar con un error arbitrariamente pequefio por
numeros racionales, podemos encontrar ntimeros racionales que estén en una relacién
tan préxima como queramos a las cantidades 1/04,1/03, ...,1/ 0w, y podemos contem-
plar el problema como el caso limite en el que las observaciones se repiten respectiva-
mente py, p2, ..., Pm Veces cuando estos nimeros enteros tienden a ser proporcionales
al/oq,1/09,...,1/04.
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Xq Xp Yo Xc Ye

i i ! l \:
ar — 0 ap a3 aw  ags
Br — | ax axn axn 0 0
Xy — az1 as2 as3 a34 ass
B2 — 0 ap a3 ag ags
a3 — | as 0 0 dsy  4as5
Bz — | as1 a2 a3  dea  des5
Ny — ar arn arzs 0 0
Bs — | agr O 0 agy ags
a — 0 ag1 agp 0 0
b — 0 a2 @03 @04 M05
c — |anr O 0  ana aus
d — a1 0 0 0 0

derivadas de la distancia entre dos puntos respecto a las coordenadas
de los puntos se verdn en el capitulo siguiente.

Multiplicamos las ecuaciones de residuo de las distancias por 0, /0y
(es decir, tomamos 0y = 0,), obtenemos el sistema V = L — AX, nor-
malizado y la solucién X, = N~ !ATL, y si es necesario realizamos
mads iteraciones.

La matriz N siempre serd = ATA (no.) ya que el producto ATA (or.)
no tiene ningtin significado. Lo mismo se aplica a la matriz ATL.

Observaciones no independientes

Podria darse el caso de que algunas observaciones, de distribucio-
nes con igual o distinta desviacién tipica, no fuesen independientes
(pero se habra de seguir cumpliendo que la distribucién se desplace
con los valores reales). Explicaremos como se resuelve este problema
sin ningtn ejemplo practico porque es muy raro que el topégrafo ten-
ga que aplicarlo alguna vez.

Si las observaciones en cuestién son {4, ¢y, ..., {;, se trata de obte-
ner un conjunto ¢, ¢5, ..., ¢, de variables independientes y de la mis-
ma varianza, para tener los correspondientes residuos vy, v5, ..., v,
con las mismas propiedades. Necesitamos conocer la matriz de co-
varianzas del conjunto de observaciones:

S = (03f), 0ij = 0,0, = E[(6; — pe,) (4 — pey)]-
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Las nuevas variables serdn combinacio-
nes lineales de las originales. Hay muchos
conjuntos de k combinaciones lineales de
las variables ¢ que dan lugar a k varia-
bles tales que 0;; = 0sii # j. Silas
nuevas variables tienen varianzas distin-
tas Ay, Ay, ..., A falta solamente multipli-
car cada una de ellas por 1/A;, que pode-
mos incluir en los coeficientes de la combi-
nacién lineal que ha dado lugar a esa variable. Por tanto existen mu-
chas matrices C tales que las variables (¢') = C(¢) cumplen 1y =1,
siendo (¢) y (¢) vectores columna. Si las nuevas variables son in-
dependientes (no es suficiente con que i # j = 0;; = 0) y siguen
distribuciones normales, entonces puede aplicarse el método de mi-
nimos cuadrados. Mds exactamente dirfamos que el método de mi-
nimos cuadrados sigue siendo el estimador de maxima probabilidad,
ya que aplicarse se puede siempre.

Como se vera en el capitulo 10, las covarianzas de las variables ¢/
las obtenemos a partir de las de £ como sigue:

pp = CZyCl.
Dado que X2y = I se tiene entonces
_a -1 _
Y =CICT T, ¥, =C'C.

Esto los usaremos en lo que sigue.
Tenemos que V(o) = CV (o) = CL — CAX, y por lo tanto

Ano) = CAor), Lno) = CLor)-

Pero no es necesario obtener estas matrices ni siquiera la matriz C,
ya que

N = (A'A) (r0) = (ATCTcA) (or) = ATE A,
(AL) (o = (ATCTCL) ) = AL, (8.3)
Xa =NT'(AL) ) = NTIATZ; L.
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8 Cuadrildtero
Método de las ecuaciones de condicién

El cuadrildtero también nos vale para
ilustrar el método de las ecuaciones de con-
dicién. En este método en lugar de expre-
sar las magnitudes (ly, ..., 1) en funcién
de (xq,...,x,) se plantean las ecuaciones
que relacionan los Iy, ..., [;; entre si; es de-
cir, las condiciones que deben cumplir un
conjunto de valores (ly, ..., l;y) para que puedan ser unos valores ajus-
tados. El nimero de condiciones es ¥ = m — n, y esta cantidad recibe
el nombre de ntimero de redundancias del problema. La limitacion
mas grave de este método es que las ecuaciones de condicién son
particulares para cada problema, y pueden ser dificiles de obtener,
mientras que el método paramétrico es muy fécil de sistematizar. En
particular, en el capitulo siguiente veremos que un gran ntimero de
problemas de topografia se pueden resolver tomando como pardme-
tros coordenadas. Para estudiar el método tomaremos como ejemplo
el caso en el que se miden los dngulos a y B.

El ndmero de observaciones es m = 8, y el ntimero de pardmetros
que serfan necesarios para determinarlas todas es n = 4, y por lo
tanto ¥ = 8 — 4 = 4. Los dngulos opuestos por el vértice y1 y y3 son
iguales, de donde

ai +f1 = az + Bs.

Por la misma razén ap + B = a4 + B4. Ademds en el tridngulo ABD
obtenemos o + 1 + ag + B4 = 180. Las relaciones anélogas a es-
ta que se pueden deducir de los tridngulos ABC, BCD y ACD son
combinaciones de las tres que ya tenemos, por lo que no expresan la
cuarta relacién que falta.

La manera de obtener la dltima relacién es la siguiente: Aplicando
el teorema del seno en el tridngulo ABC podemos expresar el lado b
en funcién dellado a y a1 y B2. A suvez en el tridngulo BCD podemos
expresar el lado ¢ en funcién del lado b y de los dngulos a4, y B3, y en
consecuencia en funcién del lado a y los angulos a1, B2, ap v B3. La
relaciéon que obtenemos es la siguiente:

sen o sen a;

senfr senf;
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sen o sen ap
senfBysen B3

Realizando el proceso analogo a través de los tridngulos ABD, DAC
se llega a

sen 4 sen By
=————
Sen a3 Sen oy

yen consecuencia

senajsenapsenazsenoy

senf;senfrsenfBzsenfBy

(8.4)

La ecuacion (8.4) recibe el nombre de ecuacién de lado. Las ecua-
ciones de relacién se linealizan y se escriben de la forma bj1 Aly + -+ +
bimAly —d; = 0. Los valores aproximados de las observaciones que
se toman como punto de linealizacién no tienen que formar necesa-
riamente un conjunto coherente; seran unos cualesquiera y los que
habrén de ser coherentes serdn los Al, cuyas relaciones a cumplir que-
dan expresadas mediante las ecuaciones de condicién. Puesto que va-
mos a trabajar con razones trigonométricas y sus derivadas es mejor
expresar los angulos en radianes, y una vez terminado el ajuste pasar
los resultados a grados. Se puede trabajar con grados multiplicando
las derivadas por la constante adecuada, pero este modo de operar es
muy propenso a error. La primera ecuacién queda como sigue:

19 + Ao — X3g — Aas + ,Blo + A,61 - ,BB() - Aﬁ?) =0,
Aoy — Aaz + APy — ABs + (a1 — a3 + 1 — B3)o = 0;

y la tercera:
Aoy + Aay + ABy + ABs + ((wq + &g + 1+ Ba)o — 271) = 0.
La cuarta ecuacion es de la forma p/gq = 1, que podemos escribir

como p — q = 0, y podemos linealizar por separado p y q. Sea py =
(senaq senay senwz senwy)g, y andlogamente g, entonces

p =~ po + (cosaq senay senazsenay)oAag + -
+ (senay sen ap sen az cos iy oAy,
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que podemos escribir como

p =~ (cotgaip)oAay + (cotgazp)oAar + (cotgazp)oAaz+
+ (cotg agp)oAay + po,
y la cuarta ecuacion linealizada queda de la forma
(cotgayp)oAag + -+ + (cotgagp)oAoy—
— (cotg B19)oAB1 — -+ — (cotg aq)oABa; + (Po — o) = 0.

El sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma

Aal dl

Aa2 dz
1 0 -1 0 1 0 -1 0\/|Aas | /0
01 0 -1 0 1 0 —1]]A« di| _|o
1 0 0 1 1 0 0o 1||lag!|Tlas]|T|0]
byy byp baz by bys by by byg) | AP de 0

A3 dy

ABy dg

que denotaremos de manera compacta por BA +d ~ 0.

La funcién ) v? tiene una representacion bastante sencilla. En una
dimensién es una pardbola, si son dos el nimero de observaciones es
un paraboloide de revolucién, y para un niimero mayor de observa-
ciones una figura anédloga. En cada punto del espacio m-dimensio-
nal el vector gradiente es el vector de derivadas parciales, es decir,
(2v1,2vy, ..., 2vy,). Hemos tomado un conjunto de valores aproxima-
dos para las magnitudes observadas, que seran distintos de los ob-
servados (s6lo podremos tomarlos iguales en la primera iteracién),
y el residuo de una observacibn esv = ¢ —1 = { — ([p + Al) =
v — Al. Entonces el vector gradiente en funcion de las variables Al
es 2((v10, ..., vmo) — (Aly, ..., Aly)).

El conjunto de posibles (Aly, ..., Aly,) es un subconjunto n-dimen-
sional, cuya proyeccién sobre la grafica Y v?> = Y (vg — Al)? es el
conjunto de posibles puntos (Al ... , ALy, Y v?), y es también n-di-
mensional. Por ejemplo, si m = 2y n = 1 la gréfica de ¥ v es un
paraboloide y el conjunto de posibles valores (Aly, Aly) una linea. La
proyeccién vertical de esta linea sobre el paraboloide es una linea sita
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en la superficie, y es el conjunto de po-
sibles (Aly, Alp, v + v3). En el punto en
que esta linea alcanza su minimo la recta
tangente a ella es horizontal, paralela a la
tangente a la linea de (Aly,Aly) posibles
(simplemente estd desplazada en vertical),
y sigue una direccién perpendicular al gra-
diente de la superficie en ese punto. En ge-
neral, cuando ¥ v? alcanza su minimo den-
tro del conjunto de valores posibles el subespacio tangente al sub-
conjunto n-dimensional de posibles (Aly, ..., Al,) es perpendicular
al gradiente de la funcién en el punto.

No trabajamos con el conjunto exacto de posibles (Aly, ..., Aly),
sino con su aproximacioén lineal dada por las ecuaciones BA +d ~ 0.
Al ser lineal el conjunto aproximado, él mismo es su propia tangente
en cualquier punto, y por tanto el minimo se dard en un punto en
el que el gradiente de ) v? sea perpendicular al subespacio determi-
nado por BA +d = 0. Cada ecuacién de este sistema representa un
subespacio (m — 1)-dimensional (hiperplano), cuya perpendicular es
la recta definida por el vector (bjq, ..., bjy, ). Los posibles A son la inter-
seccién de los r hiperplanos, y el conjunto de vectores perpendicula-
res son las combinaciones lineales de los vectores perpendiculares a
cada uno de los hiperplanos (por lo tanto, segtin se reduce la dimen-
sién de los posibles A aumenta la de su espacio perpendicular. Asf,
en tres dimensiones el espacio perpendicular a un plano es una recta,
y el perpendicular a una recta es un plano).

Por lo tanto en el minimo se cumple

U190 — Al b1 by b
— Al b b b

V20 3 2 |~k 12 +k ?2 S fz

Umo — Al blm bom bym

para algunos valores reales ki, ..., k;;. En forma matricial se escribe
Vo — A~ B'K.

Uniendo estas ecuaciones a las de condicién obtenemos un siste-
ma de m + r ecuaciones con m + r incégnitas:

Vo — A~ B'K,

(8.5)
BA+d ~ 0.
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En el primer grupo de ecuaciones expresamos A en funcién de K:
A~ Vy—B'K. (8.6)

Sustituyendo en el segundo, y llamando Ny a BB', obtenemos
K~ Ng'(BVy+4d), (8.7)

y sustituyendo en (8.6) obtenemos la solucién A.

Si las observaciones pertenecen a distribuciones con distintos ¢
trabajamos al igual que antes con variables ¢, y el vector de incre-
mentos incognita queda referido a estas variables: A’. Las ecuaciones
de condicién expresan unas relaciones que han de cumplir los Al. Al
sustituir cada Al; por Al = (09/0;)Al;, el coeficiente que acompa-
fia habra de dividirse por op/0;, de modo que si antes un conjunto
(Aly, Aly, ..., Aly,) cumplia las ecuaciones ahora las cumple el conjun-
to (0p/ 1ALy, 00/ 02Aly, ..., 00/ 0mAly). Por lo tanto hay que dividir
cada columna de la matriz B por el correspondiente oy / ;.

B(or.)A(or.) +d~0 = B(no.)A(no.) +d =~ 0.

La funcién que hay que minimizar es " v?, y la condicién de or-
togonalidad del gradiente en el punto minimo es

Vo—A~B'K (no.),

siendo v}, = vj - 09/ 0.

Si las observaciones no son estadisticamente independientes el
proceso para obtener la nueva solucién es similar al del método para-
métrico, quedando la solucién expresada en funcién de ZZ}l al igual
que antes.

Caracterizacién ATV = 0 de los valores ajustados

Volviendo al método paramétrico, si cuando realizamos el ajus-
te los valores aproximados coinciden con los ajustados el vector de
incrementos (Az1, Azy, ..., Az,) que obtendremos serd 0, puesto que
ya estamos en la solucién: X, = N7'ATL = 0. En la matriz N~!
ninguna columna es combinacién lineal de otras, ya que de no ser
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asi no serfa invertible, y lo es. Entonces para que se anule el vector
Xa se ha de cumplir ATL = 0. La expresion L — AX, es la apro-
ximacién lineal por la que hemos sustituido las relaciones exactas
entre pardmetros y magnitudes observadas. Si modificamos los va-
lores aproximados, respecto a los cuales expresamos X,, tendremos
XA antiguo = XA nuevo — AXo, y el vector L se modifica la cantidad
—AAXjp, pero la matriz A permanece constante. De modo que la pro-
piedad ATL = 0 depende del vector L. Ademds, si X, son los valores
ajustados entonces el vector L son los residuos v. Asi,

(8.8) Los valores ajustados son aquéllos para los cuales se cumple
ATV =0.

Esta propiedad define completamente la solucién minimo cuadra-
tica. Sin embargo hay # ecuaciones para m incégnitas. Las ¥ = m —n
ecuaciones que faltan son las ecuaciones de condicién, y combinando
los dos sistemas obtenemos uno tinico formado en una parte por la
matriz AT y en otra por la matriz B. Para expresar todas las ecuaciones
en funcién de A (variables Al), escribimosv = —1={ — (lp + Al) =
—Al + 1, de donde

ATV =0 = ATA+d =0,

siendo d = —ATL. El sistema de m ecuaciones con m incégnitas es
AT
A=—d.
()

Sobre los métodos paramétrico y de condicién

El ejemplo del cuadrilatero en el que se miden los ocho dngulos es
muy tipico para ilustrar el método de las ecuaciones de condicién, y
sin embargo vimos que se puede resolver de manera muy sencilla por
el método paramétrico, mientras que de la otra forma entrafia el plan-
teamiento de la ecuacién de lado, que no es en absoluto evidente. En
problemas topograficos y fotogramétricos no he encontrado todavia
ninguno que se resuelva de manera mas sencilla mediante ecuaciones
de condicién que por el método paramétrico.

79






9 Angulos y distancias

Ecuacion de distancia

Los problemas en los que se miden dngulos y distancias se pueden
resolver facilmente y de modo sisteméatico tomando como pardmetros
coordenadas de puntos.

La distancia entre dos puntos de coordenadas (x1,y1), (x2,y2) es

S = /(2 —x1)2+ (2 — y1)?.

Las derivadas son las siguientes:

S _ _w—xn 95 _non
ox; s dx, S '
S _ _p-n 95 _p2—n
8y1 S / ayz S ’

De modo que

Xp — X —
Vg R (S—So)—{( % 3 1) Az — (}/Z—S]/l> Ay1+
0 0

+ (u) Azy + <u> Ayz}. ©.1)
S 0 S 0
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Ecuacién de lectura

En topografia no se suelen observar directamente angulos, sino el
dngulo que una direccién forma respecto a un origen fijo para la es-
tacion. Este origen es la desorientaciéon X, que suele ser desconocida.
Por lo tanto por cada punto habré en general tres pardmetros: z, y, 2.
El angulo de la direccién respecto al sentido positivo del eje Y, y me-
dido en sentido horario, es el azimut 8, y el &ngulo respecto al origen
de la estacion, la lectura L. La desorientacion es el azimut del origen
de dngulos de la estacién (fig. 9.1).

Y

Fig. 9.1

La expresion para L es entonces la siguiente:*

L2=62-% :arc’canM RS
1 1 1 T 1
y las derivadas:
N/ 1
oL _ o Y2 =1 _ V- n
0x n-x)? (y2 = y1)?* + (x2 — x1)? s’
1+ ()
oL _ -
aX2 52 y
X2 —X1
JL (a—m)* X2 — X1 Xy —Xq
W w-x\2 (W2-n)?+0e-xn)? 7
1+ (35)

"L2? quiere decir lectura del punto 1 al punto 2

82



9 Angulos y distancias

AL xox
ayz - Sz !
oL

De donde la ecuacién de residuo es

v~ (L—Lg) — { (y252y1>0Am1 + (%)OAyﬁr

— Xy — X
+<Lszyl) sz—( = 1) Ayz—Azl}, 92)
0 0

siendo LO = 90 > 20.

Coordenadas fijas para definir el sistema. Ecuaciones de azimut y
coordenada

En las ecuaciones (9.1) y (9.2) alguno de los parametros puede no
existir. Si el ntiimero de puntos del ajuste es k, entonces el ndmero
maximo posible de pardmetros es n = 3k. Sin embargo normalmente
habra que fijar algunos de ellos. Si s6lo se han medido dngulos tene-
mos que fijar la figura en posicién, escala y orientacion. Una manera
de hacerlo es eligiendo las coordenadas de dos puntos, por ejemplo
P; = (0,0), P, = (1,0). Puede ser que en este sistema algunos puntos
tengan coordenadas negativas. Para evitarlo, y para distinguir facil-
mente una coordenada x de una y, podemos tomar, pongamos por
caso, P; = (450,1050), P, = (460,1050). También podemos fijar las
coordenadas y desorientacién de un punto, (x1,y1,%1), y la coorde-
nada x (o la y) de otro punto. No se pueden fijar las desorientaciones
de dos puntos.

Si se han medido distancias, bien con dngulos también medidos o
bien sin ellos, el pardmetro a fijar es uno menos (no podemos escoger
el tamafio). Es habitual tomar las coordenadas y desorientacién de un
punto, aunque también se puede operar como hicimos en el ejemplo
del cuadrilétero, en el que fijamos las dos coordenadas de un punto y
una de otro.

Puede suceder que la fijacién de la figura en posicién, orientacién
y tamafio venga dada por un conjunto de puntos con coordenadas fi-
jas. Por ejemplo, cuando se observa una red partiendo de unos puntos
de una red superior.
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También, aunque mads raro, puede haber alguna visual de azimut
conocido 0. En ese caso la ecuacién de residuo es muy sencilla:

v =L—(0-5)=L—(0—(Z0+A%)) =(L—-Ly) —AZ, (9.3)

siendo Ly = 6 — Xy. En estos casos no se puede fijar libremente la
orientacion.

Finalmente, puede haber coordenadas observadas directamente,
por ejemplo mediante GPS, o bien con valores conocidos de trabajos
anteriores y que queramos tener en consideracion. Se trata del caso
particular en el que una magnitud observada coincide con un para-
metro, y entonces la ecuacion de residuo es la més sencilla posible:

vy = (x — x0) — Az, vy = (¥ —yo) — Ay. (9:4)

Si no hay puntos con coordenadas fijas, es decir, si tenemos que fijar
libremente al menos las coordenadas de un punto, entonces un tinico
punto con coordenadas observadas sirve para situar la figura, pero no
aporta nada al ajuste, simplemente sus dos coordenadas estaran obli-
gatoriamente entre los pardmetros fijos (se pueden incluir en el ajuste,
pero los valores ajustados serdn l6gicamente iguales a los observados
y los demads valores ajustados serdn exactamente los mismos que si se
hubiesen dejado fijas). Situaciones similares se producen si sélo hay
una visual con azimut conocido, lo que equivale a medir directamen-
te una desorientacién; si ademds de esta visual sélo hay un punto con
coordenadas observadas; o si, no habiendo medido distancias, hay s6-
lo dos puntos con coordenadas observadas. En todos estos casos los
pardmetros observados no superan los que son necesario fijar arbitra-
riamente, y lo tnico que sucede es que esa fijacién ya no se puede
hacer arbitrariamente, sino mediante los valores observados, pero no
aportan nada al ajuste.

Un ejemplo

A continuacién desarrollamos y calculamos un ejemplo, que con-
siste en la obtencion de las coordenadas y orientacién de un punto
mediante interseccién inversa, disponiendo ademds de coordenadas
medidas directamente con una cierta precisién y una visual a una di-
reccién con azimut conocido.
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Sea P el punto de estacion, desde el cual se han observado los pun-
tos1,2,3,4y5, una visual 6 de azimut conocido y unas observaciones
Xp, Yp. Los valores conocidos son los siguientes:

Punto X Y

1 44 830,13 14211,55
2 46 645,07 14 600,79
3 47 481,19 12822,10
4 47 070,72 10131,40
5 45012,96 10 248,64

05 = 39859963

Y las observaciones con sus precisiones:

Obs. Valor Precision
L! | 3811860 0°0070
L2 38°6589 “

L3 | 106°9395 “
L* | 1937038 4
L> | 246°7703 “
L6 1941215 d

Xp | 46 020,60 0,1

Yp | 12515,30 “

Sélo hay observadas las coordenadas de un punto y una direccién
con azimut conocido, pero en este caso si que aportan observaciones
para el ajuste, ya que la fijacién de la figura ya estd dada a través de
las coordenadas de los puntos del 1 al 5.

Los tinicos pardmetros a calcular son Xp, Yp, Xp, al tltimo de los
cuales llamaremos simplemente %. Como valores aproximados para
las coordenadas podemos emplear los propios observados, pero pa-
ra mostrar que no tiene por qué ser asi tomaremos Xpy = 46 020,50,
Ypg = 12 515,30. Para la desorientacién podemos tomar el que se ob-
tiene como 0% — L% %y = 379°8748. Puesto que vamos a trabajar con
razones trigonomeétricas y sus derivadas pasaremos todos los valores
angulares a radianes:
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9 Angulos y distancias

Obs. Valor Precision
L1 5,987 656 0,000 110
L2 | 0,607 253 “

L? | 1,679 802 “
L* | 3,042 692 Z
L> | 3,876259 X
L® | 0,300 360 “

00 = 6,267 419
o = 5,967 059

A continuacién se muestran los valores aproximados y los valo-

res L para todas las magnitudes observadas. Li0 = iO — X, excepto
L§ =0°—
Constante Valor L
L} 5987401 0,000 255
L3 0,607109 0,000 144
L3 1,679894 —0,000 092
L} 3,042754 —0,000 062
L3 3,875993 0,000 266
LS 0,300360 0,000 000
Xpo 46 020,50 0,10
Ypy 12 515,30 0,00

Calculamos los valores X; — Xpy, Y; — Xpo y (Sp), para cada punto,
y en funcién de esos valores obtenemos las derivadas parciales. Las
ecuaciones de residuo que se obtienen son las siguientes:

v~ 0,000255— (1 2,77-10*AXp +3,95-10 *AYp — AX),
vz &~ 0,000144 — (—1,32-10"*AXp + 4,40- 10 *AYp — AX),
vps &~ —0,000092 — (—6,56-10 *AXp +0,65-10 *AYp — AS),
vpa ~ —0,000062 — (—1,55-10"*AXp — 3,51-10 *AYp — AX),
vps ~ —0,000266 — ( 1,64-10*AXp — 3,68-10 *AYp — AX),
ve & 0—AZ,

vxp ~ 0,10 — AXp, vy, ~ 0 — AYp.
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Si tomamos como desviacion tipica de referencia la de las medidas
angulares, 0, = 0,00011, hay que multiplicar las dos tiltimas ecuacio-
nes por 0, /0,1 = 0,0011. Se van obteniendo los siguientes resultados:

17,85-10~7 0,027-10~7 5,02-10~*
N=10027-10"7 1822-10~7 —-1,81-10"*],

502-107% —1,81-10* 6
574-107% —056-107* —48
N't=1|-056-10"*% 550.107% 17 |,
—48 17 0,171
2,86-107 0,19
AlL=1[ 082107 |, Xy,~N1ATL= 0,03
—5,11-10~* —0,000 100

Y por lo tanto los valores ajustados son X = 46 020,69, Y = 12 515,33
y 5 = 5,966959 = 379°8684. Si sustituimos los valores X5 en AXy — L
normalizado obtenemos los residuos V), de distribuciones con la
misma varianza y que por tanto podemos comparar. Si los sustitui-
mos en L — AX, original, o si calculamos con las formulas exactas los
valores ajustados de las observaciones, obtenemos los residuos V q..).
Los de las lecturas estdn en radianes, que podemos pasar a grados.

{ ey’ A ) - /A LI
v, =09 v,=05 v;=-07 v,= 1,2} 104,

’U£5 =15 U]/f) =-1,0 y;( =-10 U/Y =04

v = 0°0057, w2 = 0°0034, vz = —0°0045, w4 = —0°0077,
vs = 090094, we=—0%0063, wx=—009,  wvy=—003.

Suma de los residuos de lectura de una estacién

En un ajuste con angulos y distancias, la suma de los residuos
de las lecturas de una estacion serd siempre cero. Esto es consecuen-
cia de que para un conjunto de medidas de una misma magnitud el
estimador minimo cuadratico proporciona como resultado la media
aritmética. La media aritmética z es el valor que hace que la suma de
los residuos sea cero. Si escribimos las ecuaciones de residuo para las
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observaciones, sus derivadas respecto al Gnico parametro z; son to-
das —1. Aunque multipliquemos todas las ecuaciones de residuo por
una constante el resultado del ajuste sigue siendo el mismo, de mane-
ra que, dado un pardmetro x en funcién del cual se expresan varias
magnitudes observadas, y la derivada de cada una de ellas respecto
del pardmetro es la misma constante k, entonces el valor ajustado z
es el que hace )} v = 0, en donde el sumatorio estd extendido a las
observaciones que dependen de x.

En el caso una desorientacién X1, este pardmetro estd presente
exactamente en las ecuaciones de residuo de las lecturas que tienen
como origen la estacién 1, y la derivada es —(—1) = 1. Intervienen
otros pardmetros en esas observaciones, parametros que también apa-
recen en otras observaciones distintas, pero veamos que eso no influ-
ye. En efecto, sea un conjunto cualquiera (X, X;,Y7, X», ... ) de valo-
res ajustados para el cual Y1, v # 0, en donde el sumatorio se aplica
a las observaciones de lectura con origen en 1. Supongamos que man-
teniendo fijos todos los demds pardmetros variamos 2. Entonces, se-
gun variamos X los residuos afectados disminuyen o aumentan to-
dos una cantidad constante. Asi, tenemos un pardmetro X tal que al
variarlo un conjunto de residuos se modifica en una cantidad cons-
tante. Esta es la situacion de la media aritmética (exactamente, de la
estimacién cuyo resultado es la media aritmética), y la solucién que
minimiza la suma de los cuadrados de los residuos es el valor del pa-
rdmetro que hace su suma igual a 0. Por lo tanto, sean cuales sean los
demads pardmetros, el parametro >y serd siempre tal que } 1, v = 0.

Esto quiere decir que el hecho de que en una estacién la suma de
los residuos de las lecturas sea 0 no significa nada, pues siempre es asi.
También, si una estacién sélo tiene dos lecturas angulares entonces
sus residuos serdn iguales en valor absoluto y de signo contrario, lo
que tampoco significa nada.

Resumen de férmulas

Ecuacién del residuo de distancia:

Xo — X -
vsz(S—So)—{<%> Az — (%) Ay1+
0 0

+(—x2_x1> Az + <L_y1> Ayz}. 9.5)
S 0 S 0
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9 Angulos y distancias

Ecuacién del residuo de lectura:

UL~ (L—Lo) — { (%)()Aml + (sz_ZX1>OAy1+

— Xy — X
+<y282y1> Aw2—< ‘2 1> Ayz—AZ’l}, 9.6)
0 0

siendo LO = 90 - 20.
Residuo de azimut (residuo de lectura de una visual de azimut
conocido):

vy = (L —Lp) — Xy, siendo Lg=60—2X, 9.7)
Ecuacién de residuo de coordenada:

vy = (x — xq) — Az, vy = (¥ —yo) — Dy. (9.8)
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10 Regiones de confianza

En este capitulo aplicaremos lo visto sobre la obtencién de los in-
tervalos y regiones de confianza al estimador minimo cuadratico. Es-
tudiaremos s6lo el método paramétrico.

Transmisiéon de varianzas

Antes de abordar el problema necesitamos unos resultados pre-
vios. En primer lugar la transmision de varianzas en el caso lineal; es
decir, si

Y = AX (10.1)

y conocemos Xy, obtener ;. X es el vector de variables aleatorias
(x1,x2,...,xn), €Y son otras variables aleatorias (y1, Y2, ..., Ym) que se
obtienen en funcién de las X.

Si x es una variable aleatoria denotamos por ji, su esperanza (me-
dia). Recordamos que la varianza ¢? se define como

N 2
oy = E[(x — )]
Si x1, xp son dos variables aleatorias la covarianza oy, v, es
Oxixpy = E[(x1 — VX1)(x2 - sz)]'
De acuerdo a esta definicion oy, x, = crfl.

91



10 Regiones de confianza

En (10.1) podemos escribir x = (x — py) + jix, de donde Y =
A(X —My) + AM,. Las variables del vector X’ = X — My tienen me-
dia 0 y las mismas varianzas que X. Por otra parte, las varianzas de un
conjunto de variables aleatorias no varian si desplazamos toda la dis-
tribucion una cantidad constante, y en consecuencia Xy, = X/,/, sien-
do Y’ = AX'. Por lo tanto podemos suponer que en (10.1) E[X] =0y
E[Y] = 0, y entonces

Txyxy = E[x122], Oy1yp = Ely1y2].
Obtenemos ¢y, a partir de las expresiones de y; e y;:

Yi = aipX1+ -+ AinXn,
Yj =ajpXx1+ o+ ajpXn,
oyy; = Elyiy;] = E[(anx1 + - + amxn) (@121 + - + aj,xn)].

Desarrollando,
2 2
oyy; = Elanapxt + (anap + apap)xixz + apapx; + |

= E[ailajlx%] ™l E[(aila]g + {Iljlliliz)X1X2} + E[aiza]gx%] atear. .

2 2
=140y, + (ﬂilﬂjz + ajlaiz)axm +apapoy, + ...

ajl

= ) a0y = (a1 - i) Tax
1<k<n a;
1<i<n jn

Por lo tanto si efectuamos AY.,, AT obtendremos una matriz queenla
fila 7, columna j tiene el elemento Oyy;5 €8 decir, la matriz X

Ty = AX AT (10.2)

Funcién normal multidimensional

Una matriz de varianzas X, es simétrica, ya que Oxix; = Oxjx;-
Cumple otras muchas propiedades, de las cuales la que nos interesa
ahora es que puede diagonalizarse, todos sus autovalores son reales y
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10 Regiones de confianza

positivos y los autovectores son ortogonales entre si. Por lo tanto si se
toman estos de médulo 1 la matriz de diagonalizacién es ortogonal:

A= QZXXQ71/

siendo A una matriz diagonal de valores positivos y Q una matriz
ortogonal. Sea
Y = QX.

Entonces ¥y, = QX Q" =Qxr,Q 1 =A.

Esto ultimo significa que sii # j entonces 0yy; = 0. Es importante
ver que esto no significa en absoluto que las variables sean indepen-
dientes. El concepto de independencia, concretado en la definicién de
la p. 16, es mucho mas fuerte. Dos variables pueden tener covarian-
za 0 y aun asi ser dependientes, incluso tener dependencia funcional.
Sin embargo el reciproco si que es cierto: si dos variables son indepen-
dientes entonces su covarianza es cero.

Si las variables de un conjunto (y1,...,Y») siguen distribuciones
normales independientes N (0, v/A; ), entonces la distribucién conjun-
ta es el producto de las distribuciones individuales:

Nl—
s,
=N

1 (e

_ (5
- BT e , (10.3)

en donde f,(Y) debe leerse como fy(y1,...,yx). Podemos escribir la
misma expresion de la forma

fy(Y)

1 1IvTA -1
V)= — YA
0 = Gy A

siendo A la matriz diagonal ¥,

Si X = ALY (y por lo tanto Y = AX), siendo A una matriz cua-
drada con |A| # 0, puede deducirse que la distribucién de las X en
funcién de la distribuciéon de las Y es

fx(X) = |A] fy(Y(X)) = |A] fy (AX).

Si fy es la funcién de més arriba entonces

A —1(AX)TATTAX
X)=——————¢2 .
)= Gy /1A
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10 Regiones de confianza

Ahora bien, puesto que X = A1Y,
_ 1T - _ —1,2
Ta=ATIAATY, NG = ATATIA, [ = AT A

de donde .
X) = ———— e X=X, 10.4
OO G e a

La distribucion de cada variable x; es una normal. Puede intentar
deducirse a partir de (10.4), pero es una cuestién mucho mads simple.
X = ALY, es decir, que cada x; es una combinacién lineal de varia-
bles normales independientes, y por 10 tanto sigue una distribucién
normal. Su varianza es el elemento (7 de la matriz Xy, por defini-
cién. También puede demostrarse que la distribucién de un subcon-
junto cualquiera de variables de X, (x;,, ..., Xy, ), es igual a la de (10.4)
con XT = (xr,, ..., Xr,).

La distribucién (10.4) recibe el nombre de normal multidimensio-
nal. Podemos trasladar cada variable una cantidad y;, y en la formu-
lacién simplemente sustituimos X por X — M. El nuevo vector de
medias es My = (y1, ..., fn).

La matriz ortogonal Q de diagonalizacién de una matriz >y, cum-
ple que si Y = QX entonces %, es diagonal. Existen muchas otras
matrices A tales que AX,,AT es diagonal. A partir de (10.3) y X =
A~1Y obtuvimos (10.4). Aplicando idéntico razonamiento para obte-
ner f,(Y) a partir de (10.4), si Y = AX siendo A una de las matrices
que cumplen que AY., ;AT es diagonal, llegamos a (10.3), lo que quie-
re decir que las variables Y = AX siguen distribuciones normales y
son independientes.

Si de una funcién de distribucién sabemos que es proporcional a
cierta funcién g, entonces existe una tnica constante k tal que kg es
una funcién de distribucién; es la constante que hace la integral total
igual a 1. Por lo tanto una funcién de distribucién queda totalmente
definida si establecemos su proporcionalidad a otra funcién. Aplica-
do a la distribucién normal multidimensional, ésta queda totalmente
definida mediante la relacién

Fe(X) & 72X X (10.5)
Por lo tanto, si un conjunto de n variables X sigue una distribucién
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fx(X) proporcional a
e~ 3X"NX
entonces:
1. Las variables X siguen una distribucién normal multidimensio-
nal.

2. La constante que falta es /|N|/(27)"/2 (y por lo tanto la inte-
gral de la exponencial es el inverso).

3. La matriz de covarianzas de X es £,y = N~L.
4. Cada variable x; sigue una distribucién normal (de media 0).

5. Cualquier subconjunto (xr, ..., xrk) sigue una distribucién nor-
mal multidimensional.

6. Si AX, AT es una matriz diagonal entonces Y = AX son va-
riables aleatorias independientes que siguen distribuciones nor-
males.

El reciproco de estas propiedades no es cierto. Si las variables de
un conjunto X siguen, cada una, una distribucién normal, entonces no
podemos afirmar que el conjunto siga una distribucién normal mul-
tidimensional. Aunque ademds X, sea diagonal tampoco seguirdn
en general una distribucién normal multidimensional, y ni siquiera
podemos afirmar que sean independientes.

De todas las matrices A para las cuales Y = AX son variables inde-
pendientes, la matriz ortogonal Q tiene un significado especial. Es la
matriz de un giro, y por lo tanto podemos interpretar las ecuaciones
Y = QX como un giro, lo que quiere decir que cualquier distribuciéon
normal multidimensional tiene la misma forma que el producto de
distribuciones normales independientes de n variables, y para obte-
ner dichas variables sélo hay que aplicar un giro.

Funcién g de los parametros. Matriz Xy

Armados con estos resultados ya podemos abordar el problema
de obtener las regiones de confianza para los valores estimados. Te-
nemos que obtener la funcién g de los pardmetros. No suponemos

ninguna distribucién h a priori. Aunque la hubiese y fuese conocida,
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al tratar con magnitudes de las «grandes», en el entorno de la solu-
cién el valor de h serfa practicamente constante. Las magnitudes y
matrices que aparezcan serdn todas normalizadas, nunca originales.
Bajo este supuesto

1 g2
8(X1, e xn) = fxgon (€1, v s Um) ocexp(i Z —2> =

X1seeerXn UO

_ exp(—%%%(L — AXp)T(L— AXA)).
El sumatorio estd extendido a los ¢ correspondientes a los valores
reales (x1,...,%,), y los elementos del vector X5 son Ax; = x; — Xp;.
Los célculos se simplifican si tomamos como valores aproximados los
valores ajustados. En ese caso, Ax; = x; — z;. La funcién la podemos
interpretar indistintamente como de las variables x; o de las variables
Ax;. Emplearemos estas tltimas.

(L — AXp)"(L — AXp) = LTL — LTAX, — XJATL + X ATAX,

Cada uno de los sumandos es un niimero, y por tanto igual a su tras-
puesto, asf que —LTAX, — XXATL = —2XZATL. Por otra parte LTL es
una constante (recordamos que las variables son Ax;), y entonces

exp(— 35 (L— AX))T(L - AXy)) =

)
1
L (—1 1 (XTATAX — szATL)>
p 22 A A A

0

11
 exp <—z x (XFATAXs — 2XZATL)> :

Sabemos que si los valores aproximados coinciden con los ajus-
tados se cumple ATL = 0 (cf. (10.5)). Entonces en la funcién g que
estamos obteniendo 2X] ATL = 0, y dado que ATA = N llegamos a

Ax1, DXy, ..., Axy) o e~ 3 X670 NXa (10.6)
g

Por lo tanto la funcién g es una normal multidimensional, y po-
demos aplicar todo lo deducido para ella. En primer lugar, las can-
tidades Ax; = x; — z; del vector X, siguen distribuciones normales
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de media 0, y por lo tanto E[x; — z;] = 0, y el estimador minimo
cuadratico es centrado desde el punto de vista inverso respecto a los
pardmetros.

En segundo lugar,

Yx = (0 2N) ' =g N L. (10.7)

Y por ltimo, si Q es la matriz ortogonal que diagonaliza 0N !, para
obtener la probabilidad de una regioén en el espacio de los valores
Xa podemos, si lo consideramos oportuno, realizar los cdlculos en la
distribuciéon de Y = QXj, que es mucho més sencilla. Estas regiones
seran normalmente las regiones de confianza.

Puesto que cada variable sigue una distribucién normal, los inter-
valos de confianza de variables individuales se obtienen en funcién
del 4rea bajo la gréfica de la normal. A continuacién se muestra el
area en tanto por ciento en el intervalo [—ko, ko] para distintos valo-
res de k:

k | 1 164 18 2 25 3
p(%)| 68 90 93 955 988 99,7

Elipses de confianza

Si dos variables, y1, 2, son independientes y siguen cada una una
distribuciéon normal (0, 1), entonces la distribucién tiene simetria ra-
dial, ya que

L 22 _d
fy1y2) e 20AHR) = e~ %
Por lo tanto la funcién sélo depende de la distancia al origen 4, y en
consecuencia tiene simetria radial. Esta propiedad la podemos exten-
der a cualquier niimero de variables. La variable d> = y2 + y3 sigue,
por definicién, una distribucién x3. Entonces el volumen (que repre-
senta una probabilidad) que tiene como base un circulo de radio k es

12
X3(K2) = 1— /2

kK | 1 2 215 25 3
p(%)| 39 865 90 955 989

Si multiplicamos y; por o la variable pasa a tener una desviacién
tipica igual a o7y, y el circulo se convierte en una elipse de semiejes
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k,o1k. A un valor dentro del circulo corresponde uno dentro de la
elipse, y viceversa, de manera que la probabilidad en el interior de
uno y otro es la misma. En general, si y; e y, son independientes
y siguen distribuciones normales (0,07) y (0,072), entonces la elipse
de semiejes (koy,koy) orientados segun los ejes y1 e y, tiene densi-
dad de probabilidad constante, y la probabilidad acumulada por la
distribuci6n en su interior es X3(k?). M4s en general, para un nimero
cualquiera de variables independientes 1, 2, ..., ¥» que siguen distri-
buciones normales (de media 0) de desviaciones tipicas oy, 02, ..., 0y,
la figura determinada por

2 + y % 4.4 0 ]/ Tl — k2

o 0 o
tiene una densidad de probabilidad constante, y la probabilidad de
la distribucién en su interior es X2 (k?).

Cualquier distribucién normal multidimensional es una distribu-
cién de variables normales independientes girada, y sus regiones de
confianza son iguales a las de ésta tltima pero giradas. Asi, en dos
dimensiones para obtener la elipse tenemos que encontrar la matriz
de giro Q tal que QX Q" = Aes diagonal. Si A es una matriz cuadra-
da Tr(A) denota la suma de los elementos de la diagonal principal, y
se lee «traza de A». Puede demostrarse facilmente que |X,x| = |[A|y

Tr(Xyx) = Tr(A).Sea A = (Aol /82 ), tenemos entonces

2 2 2
AlAZ = 0’10’2 _0'12,
AM+ Ay :0'12+0'22.

Resolviendo este sistema obtenemos

2 2 2 2\2 2
o1 +o5 £/ (0] —03)* +4o
Al}_ 1 \/ 1 s 2 (10.8)

A2 2

En donde los dos valores se obtienen tomando un signo u otro en la
raiz. Entonces la elipse de semiejes (kv/A1, ky/A; ), cuyos ejes siguen
las direcciones de los ejes coordenados girados QT encierra una pro-
babilidad X3(k?). El giro es QT y no Q, ya que si Y = QX la elipse
respecto a las variables Y tiene sus ejes siguiendo los ejes coordena-
dos, y X = QTY, y entonces respecto a las variables X esta girada Q.
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Sea Z un punto del eje de la elipse asociado a A1 de coordenadas
(x1,x2). En el sistema y1,y> es un punto de uno de los ejes de coor-
denadas, supongamos que de y1, y por lo tanto sus coordenadas son
(y1,0). Emplearemos la notacion Zy para denotar el par (x1,x2) y Zy
para (y1,0). De esta manera Z designa el punto, sin referirlo a ningtn
sistema de coordenadas particular.

Se cumple
AZy = (/\10y1> — A Zy.

Pero Zy = QZy, de donde

AQZx = 1QZx,
Q'AQZy = MZx,
YorZx = A Zx. (10.9)

La dltima ecuacién permite obtener el conjunto de valores Zy, es
decir, la direccién del eje. Sea Zx = (cosf,sinf) (y entonces 6 es
uno de los dos dngulos que el eje forma con el eje x1). Segiin la ecua-
cion (10.9),

012 cos 0 + o1p sinf = Aq cos 6.

Dividiendo toda la ecuacién por cos 8 obtenemos
)\1 — (712
o2

tan6 = (10.10)

El otro eje forma un angulo recto con este.

Una elipse de error proporciona mucha informacién. De hecho
proporciona toda la informacién de dos variables que siguen una dis-
tribucién normal multidimensional. Sin embargo, si la precision para
el par de variables se va a dar como un tinico valor, dentro del cual se
encuentra el par (punto) con una probabilidad p, entonces el nimero
que se dé tiene que ser precisamente eso: el radio del circulo que con-
tiene una probabilidad p. Sucede que la elipse es mucho mds facil de
calcular que el circulo, que requiere un célculo numérico aproximado
de la integral, y lo habitual es sustituir ese valor por el semieje ma-
yor de la elipse de probabilidad p. El circulo que tiene por radio ese
semieje contiene mas probabilidad que p, ya que contiene a la elipse,
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por lo que el radio de probabilidad p es menor. Si la elipse es redon-
deada la diferencia serd pequefia, y si es muy alargada serd mayor.
Cuando la elipse se aproxima a un segmento, el radio r de un circulo
de probabilidad p tiende al valor & para el cual en el intervalo [—h, h]
contiene una probabilidad p en la distribucién normal, pero siempre
sera mayor.

Elipsoides de confianza

Si buscamos regiones de confianza para un conjunto de tres varia-
bles, estas regiones serdn elipsoides. Los pasos para hallar el elipsoi-
de, semiejes y orientacién, son los mismos que en dos dimensiones:
obtener los valores A1, Ay, A3 y a partir de éstos la orientacién de cada
eje. El proceso es un poco largo, y requiere la solucién de una ecua-
cién de tercer grado. Precisamente por eso es muy dificil si no impo-
sible encontrar escritos en algtn libro o articulo de manera explicita
todos los pasos, y por eso los indicamos a continuacién, aunque sin
ninguna explicacion.

a= (02403 +03),

b= —(0f0} + 0303 +0307) + (0, + 033 + 03),

¢ = 020202 — (0702, + 0302, + 020%,) + 2012023031,
m=>b+a%/3,

n=c+ab/3+24a%/27, n=n/2,

r=(m/3)%—n"?,
p= (n’2 +r)1/6,
" Vr

=3 arctan T

U1 =2pcosa,

d= \/V%_‘ln/?/‘l/
po = 3(—p1 +d),
ps = 5(—m —d),
)\1:,’1/l1+61/3, /\2:;12+a/3, )\3I]/l3+61/3.
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Este algoritmo contempla todos los casos posibles salvo m = n = 0,
que equivalea cjp =03 =031 =0y (712 = 022 = (Tg, en cuyo caso
AM = A = A3 = (712. Cuando se calcula «, de las dos soluciones
posibles ha de tomarse aquélla en la que cos « tiene el mismo signo
que n’. Este método tiene ademads la propiedad de que los valores
obtenidos cumplen A1 > Ay > Aj.

Siguiendo un razonamiento idéntico al que permite obtener las
direcciones de los ejes en el caso bidimensional llegamos al sistema

de ecuaciones (por ejemplo para A;)
YxZx = MZx,

que cumplen todos los puntos Zx del eje. Hay un punto del eje que
viene dado por las siguientes expresiones:

X1 = 012003 — (03 — M) 031,

Xy = 031012 — (0F — A1) ona,

x3 = (0F = A1)(0% — M) — 03,

Andlogamente obtenemos los otros dos semiejes. El tercero, en lugar
de obtenerlo asi podemos calcularlo como el producto vectorial de
los otros dos. Si dos semiejes son iguales sélo tiene sentido calcular la
direccioén del distinto.

Funcién g de las magnitudes observadas. Matriz Xy

Los valores reales de las magnitudes observadas en funcién de los
valores reales de los pardmetros son aproximadamente L, = AXj +
Lo, endonde Ly = (14, ..., 1) y Xpo = (Axq, ..., Axy). Entonces la fun-
cién g de las magnitudes observadas también es una normal multidi-
mensional y su matriz de varianzas es

Yy = g ANIAT, (10.11)

Si tomamos la matriz A ) obtendremos ¥, para las observaciones
originales. Si tomamos A ;) obtendremos ¥, para las observaciones
normalizadas.

Podemos obtener las regiones de confianza para un conjunto de
variables 1 como se explic6 en las secciones anteriores, siempre las
variables 1 seleccionadas sean funcionalmente independientes.
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Funcién f de los valores ajustados de los pardmetros. Matriz X,

Mas sencillo que las funciones g resulta el obtener la distribucién
de los valores ajustados. Una vez mads la razén es que aquello es un
problema inverso, mientras que éste es un problema directo.

El resultado del ajuste no varia si en las ecuaciones de residuo li-
nealizadas modificamos los valores xp; l6gicamente el resultado no
puede depender del valor aproximado. Entonces, para simplificar el
desarrollo, podemos suponer que x;; = ¥;, incluso aun cuando al
calcular el ajuste no conocemos los valores reales. Los valores Iy co-
rrespondientes a los valores reales de los parametros son los valores
reales 1, y entonces L; = ¢; — l;5 = {; — 1; = ¢;. Por lo tanto,

V =E— AX,, (10.12)

siendo Xy = (Az;) = (z; — x;).
Los valores ajustados son

X, = NT'ATE.

Las variables ¢ son independientes y siguen distribuciones normales
(0,09), de donde Z¢; = 021, y entonces los valores ajustados siguen
una distribucién normal multidimensional, siendo

Yor = g N TATINTIANT = Z NTIATAN! = 2 N1 (10.13)

Funcién f de los valores ajustados de los pardmetros. (bis)

Por si el lector no se ha quedado convencido con la posibilidad
de tomar como valores aproximados los valores reales efectuaremos
la demostracién paso a paso, sin atajos. Empezaremos recordando
que la distribucién de los valores ajustados significa lo siguiente: Los
valores ajustados de cualesquiera magnitudes (pardmetros, magni-
tudes observadas... ) se obtienen como el resultado de una férmula
en funcién de los valores observados. Supuestos unos valores reales
(x1,..-,%n) = (l1,...,1u), los valores observados seguirdn una cierta
distribucién f. Los valores ajustados, al obtenerse en funcién de los
observados, seguirdn una distribucién que se obtiene en funcién de
f, es decir, que si repitiésemos las observaciones y el ajuste muchas
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veces para el mismo conjunto de valores reales los valores ajustados
tenderian a una cierta distribucién, que es la que hallamos.
Los valores ajustados de los parametros son

Xo+Xa =Xo+N1ATL.

Si repetimos el ajuste muchas veces la matriz A serd siempre la mis-
ma, y en consecuencia también N~1. Los valores L = ¢ — Iy debemos
expresarlos en funcién de los valores observados, que ya estad hecho,
y de los valores aproximados. Sea (x;) un conjunto cualquiera de va-
lores de los pardmetros y (x; — x;) su diferencia respecto al valor real,
que vectorialmente denotaremos por Ay. Sea L, el vector de valores
reales de las magnitudes observadas y Ly el vector que corresponde
a los valores x. Entonces se cumple

Ly =AA+L,.
Si los valores x son los valores aproximados entonces

L():AAxO +Lr/
L=L-Lo=L—AAy — L = —AA,, +E.

Por lo tanto, si hemos tomados unos valores aproximados Xy ésta sera
la expresién de L.
Los valores ajustados son

X =Xg+Xa = Xo + N1ATL = Xg + N!AT(-AA,, +E)
=Xp—N"NA,, + N'ATE = X, + N 'ATE. (10.14)

Siendo X; el vector de valores reales. El resultado no depende de X,
como no podia ser de otra manera. £¢¢ = 03], y por lo tanto los va-
lores ajustados X siguen una distribucién normal multidimensional
centrada en X; y con Xzz = (fg NTAT(NTTANT = O’g N1

Funcidn f de los valores ajustados de las observaciones. Matriz X

Los valores ajustados de las observaciones son Ly = AX + Ly,
donde Ly es una constante, y entonces

Yy = ANTIAT, (10.15)
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En donde Xj; corresponderad a las observaciones originales o normali-
zadas segtin hayamos tomado la matriz A ;) 0 A )

Al valor exacto X; corresponde el valor exacto L;, y dado que la
distribucién de los pardmetros ajustados estd centrada en los valores
verdaderos, y la relacién entre X y L, es (podemos suponer que es)
lineal, entonces la distribucién de los valores ajustados de las obser-
vaciones también estd centrada en los valores reales.

Reflexién sobre las distribuciones directas e inversas

Si las observaciones siguen distribuciones normales el estimador
minimo cuadrético es el de méxima probabilidad. Hemos demostra-
do que si ademds podemos admitir relaciones lineales entre obser-
vaciones y pardmetros entonces también es centrado, tanto desde el
punto de vista directo como inverso. Ademads se produce la coinci-
dencia

Yxx = Laz, Eu V2 le~ (10-16)

Esta coincidencia es desafortunada, ya que estd muy extendida la
creencia de que las regiones de confianza para los pardmetros vienen
dadas por Xzz. La funcién g(xq, ..., %) y la funcién f(zy, ..., z,) son
dos conceptos totalmente distintos que en este estimador en particu-
lar casi coinciden.”

Funcién g de los errores. Matriz >

La coincidencia se rompe para los residuos: X¢c 7# Xyy. La pri-
mera de las dos no la hemos escrito explicitamente, ya que evidente-
mente es igual que Xj;. Hacer referencia a un valor real o a un error
es lo mismo, ya que dado 1 entonces ¢ = ¢ — 1, y dado ¢ entonces
1l = ¢ — ¢. Por lo tanto las funciones g(1y,...,1x) y g(€1, ..., €m) son
iguales salvo por un desplazamiento y un cambio de signo. La prime-
ra estd centrada en (ly, ..., 1), y entonces la segunda estd centrada en
(v1, ..., vm). Decir que hay una probabilidad p de que un valor real 1

“Estén centradas en puntos distintos. La primera en los valores ajustados y la se-
gunda en los valores reales, que desconocemos.
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esté en el intervalo [l — h, 1 + h] equivale a decir que hay una probabi-
lidad p de que el error € esté en [v — h, v + h] (el +h de este intervalo
se corresponde con el —h del intervalo anterior y viceversa).

Yee = Xy = 03ANTIAT

Funcién f de los residuos. Matriz ¥,

Para obtener X, tenemos que expresar los residuos en funcién
de los valores reales y los errores E, al igual que hicimos para hallar
Yge. Podemos escribir los valores ajustados de las observaciones en
funcién de los valores ajustados de los pardmetros de la forma

Ly = A(X—X;) + L.
Empleamos para X la expresién de (10.14), y obtenemos
V=L-L;=E—AN'A'E= (I- AN'A")E.
De aqui,
Yoy = 05(1—- ANTIAT)(1- ANTIAT)T = ...
=g(I-ANTTAT) = 3 (1-%y). (10.17)

Y teniendo en cuenta que (73 I = Xy, podemos escribir esto mismo de
las formas equivalentes

Z” + Xy = Z‘M (I‘lO.),

(10.18)
2+ Zgw = 2y (or.).

Andlisis de Xj; + Xy = Xy

La interpretacién de (10.18) es clara: Supongamos un valor real 1
y un valor observado ¢. Supongamos ademads que en ese problema
en particular, debido a la disposicién de las demés observaciones, el
ajuste tiende a estimar muy bien el valor de 1 (por ejemplo, | puede
ser un angulo de un tridngulo y hemos medido los tres angulos 20
veces). Entonces la variabilidad de I serd muy pequefia, mientras que
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v = £ — | tendrd una variabilidad casi igual que la de la propia ¢. Por
el contrario, si el ajuste practicamente se ajusta, valga la redundancia,
a una observacion /, entonces esto quiere decir que apenas se puede
estimar el error, y por lo tanto o, serd muy pequefia, mientras que el
valor [ serd casi igual que ¢ y su desviacion tipica casi igual que la de
la observacion.

Sea por ejemplo un octégono en el que se han medido los ocho
dngulos y nada mas. Supongamos que los errores en las medidas an-
gulares siguen distribuciones iguales N(0, o). Es facil ver que el esti-
mador minimo cuadratico reparte los errores por igual. Si el error en
la suma total, que es conocido, es ¢, entonces v; = -+ = vg = ¢&5/8.
La variable ¢ (cf. (4.3)) sigue una distribucién N(0,v/8c), y

v; ~N(0,v8/80) =N(0,1/v/8¢), i=1,...,8.
Es decir, 0, es solo 1/4/8 de 0y. Por el contrario
li:Ei—vi:liJr%si—%Z&j,

j#i
de donde

7N2  /1\2 1\2 7-74+7
‘712 _ {(g) + <§> 4ot (§> }0-2 — ﬁ(ﬂ & 50'2;

y en efecto se cumple Xj; + Xy = Xy, que en este caso equivale a

(flz+¢73 = o2

Esperanza del valor ajustado ! en funcién del error cometido

Parece l6gico suponer que el estimador siempre tiende a amorti-
guar el error, es decir, que si una medida tiene un error ¢ entonces el
ajuste tiende a dar un valor ajustado que estd entre 1y ¢, de manera
que 0 < v < ¢ si ¢ es positivo, y andlogamente 0 < —v < —e si
¢ es negativo. Antes de estudiar la cuestién conviene distinguir cla-
ramente entre «tiende a dar» y «da». Es imposible garantizar que el
valor ajustado estd entre el valor observado y el valor real (pensar por
ejemplo en dos medidas de una misma magnitud, o en un tridngulo
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en el que se miden los dngulos). Una primera idea de amortiguacién
puede ser que 0; < 0y, ya que ambos estan centrados en el valor real,
y 0y < 0y, ya que lo contrario podria indicar una sobrecorreccién (que
el valor 1 sea intermedio entre [ y /). Esto es asi puesto que, tomando
los valores de la diagonal en la igualdad X;; + X4y = Xy, tenemos
que para cada observacion se cumple

07 + 03

=07,
y las tres cantidades son positivas, de manera que 0y < 0y y 0y < 0.
Sin embargo esto no es suficiente para concluir que, sea cual sea
¢, por término medio el valor de [ estd entre 1 y £. Necesitamos for-
mular la idea de amortiguacién de manera precisa. Sabemos que la
distribucién de un valor ajustado [ estd centrada en 1; es decir, que si
repitiésemos muchas y muchas veces un conjunto de observaciones
y el ajuste, la media de los valores ajustados ! tenderia a 1, o lo que
es lo mismo E[l] = 1. Tenemos que estudiar lo que ocurre, no para la
media de todos los ajustes en general, sino cuando el error cometido
en la observacién es un valor concreto ¢. Por lo tanto si ahora ¢ en
una observacién, por ejemplo €1, es fijo, tenemos que encontrar cuan-
to vale E[l4]; es decir, qué podemos esperar por término medio del
valor ajustado cuando el error cometido ha sido ¢;. Lo denotaremos
por E[l4]¢,. Lo deseable es que E[l1]¢, esté entre 1; y /1 sea cual sea ¢;.
En la p. 105 tenemos

1
V=(I-ANTATE = %k,
(Y
0

de donde

en donde tenemos que considerar fijo ¢1. Los sumandos que faltan
por escribir son una combinacién lineal de las variables independien-
tes €3, €3, ..., €, que siguen distribuciones normales y tienen media
0. Entonces v; sigue una distribucién normal centrada en (721,1 / (73 €1.
La constante (02, /03) (no) = 02y, /0%, es positiva y menor que 1,
lo que quiere decir que E[v1]¢, estd comprendida entre 0 y €1, como
esperabamos.
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Una vez realizado el ajuste, la informacion acerca de ¢ viene dada
por la funcién g(1) o su equivalente g(¢), la primera centradaen !y la
segunda en v, y con orientaciones opuestas. Supongamos ! < ¢; el es-
tudio es idéntico en caso contrario. Si 1 < (I + £)/2 entonces el valor
[ obtenido es mejor que £. La distribucién g(1) estd centradaenl, y en
consecuencia la probabilidad de que eso sea asi es mayor que 2. Por
lo tanto existe una probabilidad mayor que % de que el valor ajustado
tenga menos error que el observado, y mayor serd cuanto més separa-
dos estén ambos valores. En los casos en los que oy es muy pequefio,
I tiende a ser muy préximo a ¢, y por lo tanto la probabilidad (por
encima de %2) de que el valor ajustado sea mejor que el observado
normalmente serd muy pequefia. Tengamos en cuenta que en estos
casos ademads o serd mayor (recordamos que 0, = 01 = 07), lo que
acentua la poca probabilidad en el intervalo [I, (I + ¢)/2].

Disefio de las observaciones

Las distribuciones de valores estimados y cuantos estudios acerca
de dichas magnitudes se puedan realizar a priori, como el que aca-
bamos de desarrollar relativo a E[v;]¢,, no aportan ninguna informa-
cién sobre los valores reales en un ajuste particular. Esta informacion
estd contenida, toda, en las funciones g. Sin embargo son ttiles a la
hora de disefiar el conjunto de observaciones que se efectuaran pa-
ra resolver el problema. Entre el conjunto de magnitudes observadas
y magnitudes pardmetro habra algunas que revistan particular inte-
rés, y que queramos obtener con la mejor precisién posible. Las ma-
trices de varianzas Xz; y Xy nos indican, ya antes de observar, lo
que podemos esperar de los valores que se obtendran en el ajuste.
Asi, variando la disposicion y precision relativa de las observaciones
podemos estudiar el comportamiento de estas matrices, y buscar la
configuracién que mejor convenga para las magnitudes que nos son
de interés. Puede haber incluso magnitudes que no se encuentren ni
entre las observaciones ni entre los pardmetros, pero podremos escri-
birlas, en forma lineal aproximada, como Y = BX, + Yy, y obtenemos
Zyy = BX.zBT sin mayor complicacion.

Cuando disefiando las observaciones obtenemos Xz, 0 més ge-
neralmente sin restringirnos al estimador minimo cuadrético y distri-
buciones normales, f(z1, ..., z,), estamos obteniendo simplemente lo
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que podemos esperar de los valores ajustados, no la precisién con la
que obtendremos en el ajuste las estimaciones de los valores reales.
Eso no lo podemos saber hasta que hallamos realizado las observa-
ciones y obtenido en funcién de ellas la funcién g. El problema es
que en el caso particular del estimador minimo cuadratico silo pode-
mos saber de antemano, ya que coincide Xyx con Xz, y se tiende a
confundir ambos conceptos. La diferencia se ve claramente con otra
distribucién distinta, por ejemplo la distribucién uniforme. Si realiza-
mos dos medidas de una magnitud, y esas medidas siguen una dis-
tribucién uniforme centrada en el valor real, entonces el estimador
centrado es la media: [ = (¢ + ¢»)/2. Esta media sigue una distri-
bucién f (1) triangular. Sin embargo cuando observemos puede que
tengamos la suerte de obtener cada medida cerca de un extremo de
la distribucién, y entonces el dominio de la funcién g es un intervalo
muy estrecho; o puede que tengamos la mala suerte de que las dos
medidas estén muy préximas, y entonces la indeterminacién en el
valor de 1 es mayor. Ademas, sea cual sea la diferencia entre las dos
observaciones la funcién g serd constante entre los valores maximo y
minimo posibles, y no triangular. En el caso de que las observaciones
sigan distribuciones normales, la funcién g también depende de las
medidas, como no podia ser de otra manera pues en eso consiste la
estimacioén, pero depende sélo en lo que respecta a su valor central,
(z1,...,22) (o bien (y,...,1lp) para las observaciones), pero no en su
forma. Volviendo a unas distribuciones cualesquiera, rizando el rizo
podriamos realizar estimaciones a priori de cémo serd la funcién g,
pero supone complicarse mucho (obtendriamos una distribucién cu-
ya variable es una funcién en lugar de un tinico valor), el resultado
estaria muy relacionado con la funcién f, y de todas formas la infor-
macién que queremos al disefiar es la que contiene la funcién f, que
nos da probabilidades de errores en la estimacion. Asf, si para un pa-
rdmetro concreto tenemos que la probabilidad de la distribucién f(z)
en un intervalo [x — h,x + h] es p, esto quiere decir que la probabili-
dad de que el valor estimado para ese pardmetro como resultado del
ajuste tenga un error menor que # es p.

Redundancias parciales

De todo lo que podemos obtener a priori acerca de las distribucio-
nes de los valores ajustados, los cocientes ¢ L/ o? ¢, y sucomplemento
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auno 02y, /0%, hemos visto que tienen un significado particular. Los

segundos son E[v;]/ ¢;, y los denotaremos por r;. Para el estimador mi-

nimo cuadrético no dependen de ¢;, pero en general serdn funciones

de ¢;:

E[vi;
& '

Tl'(El') = (1019)

Hemos demostrado ya que 0 < r; < 1 (sir; = 1 estamos observan-
do un pardmetro fijo, y la observacién sobra, y sir; = 0la observacién
obliga a fijar un pardmetro que de no existir la observacion fijariamos
libremente, y también sobra en el ajuste). r; serd pequetio cuando el
ajuste no pueda estimar muy bien el error de la observacion, y tien-
da a adaptarse al valor observado /;. Esto a su vez ocurrird cuando
la observacién tenga poca comprobacion mediante las demds obser-
vaciones, o expresado de una manera un poco mds precisa, si exclu-
yésemos la observacion del ajuste, entonces la precisién con la que
quedarfa determinada esa magnitud como resultado del ajuste seria
muy mala.

Por ejemplo, sea la determinacion de las coordenadas de un punto
mediante 4 visuales desde puntos con coordenadas conocidas como
se indica en la figura.

>
Ly

Supongamos para simplificar que las desorientaciones también
son conocidas. El ajuste se ajustard a la visual 4, ya que puede hacerlo
sin apenas variar el residuo en las demds visuales. Por lo tanto 2,
serd muy pequerio, y también r4. Visto de otra manera, si suprimié-
semos la visual 4, como resultado del ajuste mediante las otras tres
visuales obtenemos un valor ajustado para la visual de 4 a P, es decir,
una estimacion del valor real de esa visual, pero con una precisiéon
muy mala.

Podemos decir también que la redundancia del conjunto de obser-
vaciones es ¥ = 2 (recordamos que ¥ = m — n), pero que esas dos
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redundancias no estdn repartidas por igual, y se acumulan en las vi-
suales 1, 2 y 3, mientras que 4 es casi imprescindible. Esta interpreta-
cién da a los r; el nombre de redundancias parciales. Esta designacién
es consistente con el concepto de redundancia total, ya que se cumple
Y r; = r, como vamos a demostrar.

Supongamos que tomamos ¢p = 1, para no tener que arrastrar
esta constante en todos los desarrollos. Entonces r; es el elemento i de
la diagonal principal de X, (no.) y por lo tanto

ZT{ = T]T(ZUU).

Puede demostrarse facilmente la igualdad Tr(AB) = Tr(BA), y ade-
mas es trivial que si A y B son matrices cuadradas entonces se cumple
Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B). Entonces,

Tr(Zyy) = Tr(I) — Tr(AN!AT) = m — Tr(AATN™Y) = m — Tr(I)
=m-n-=r.

Puesto que el estimador minimo cuadratico es centrado, se cum-
ple E[v;] = 0 para todo i, y entonces, por definicién, E[v?] = 02,,, de
modo que también podemos definir la redundancia parcial como

(10.20)

No obstante, la primera definicién es més restrictiva, ya que atiende
al signo, y ademds proporciona un resultado en funcién de ¢;, aunque
para el estimador minimo cuadrético es constante.

Ademas del caso visto, también puede tener muy poca redundan-
cia una observacién que es mucho mads precisa que las demds. Su-
pongamos que el ajuste lo realizamos eliminando esa observacién;
entonces el valor ajustado obtenido seguramente esté separado del
valor observado varias veces la desviacion tipica. Si incluimos la ob-
servacién, la anterior solucién dard un valor muy elevado para v? y
v'? en esa observacion, y en consecuencia para y_v'?. Si variamos los
pardmetros de manera que el valor ajustado se aproxime al observa-
do en esa observacién, v'? de la observacion en cuestién disminuira
mucho, mientras que el aumento en las demds observaciones serd me-
nor, al tener una desviaciéon tipica mucho mayor, y en consecuencia

111



10 Regiones de confianza

la solucién se ajusta al valor de la observacién precisa, como es 16gi-
co. Dicho de otra manera, una variacién de los pardmetros produce
en la observacion precisa una variacion de v’ mucho mayor que en
las demas. Este caso y el anterior tienen en comtin que si realizamos
el ajuste sin la observacion, el valor ajustado obtenido para ella tiene
una precisién muy mala en relacién a la de la propia observacién. En
caso contrario se obtendran redundancias altas.

Correlaciones

Supongamos que se tienen dos variables x, y que siguen la distri-
bucién que se muestra:

Centradas en un punto (z, y), resultado de un calculo.

Cada una de las dos variables se conoce con una cierta precision,
pero la precisién de la resta es mucho més alta que la de cada una de
las dos individualmente:

O'yfx << O'x,o'y.
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Esto es asi porque los errores en x y en y estin muy relacionados,
de manera que si el valor x es mayor que z es muy probable que y
también sea mayor que y, de modo que la resta y — x varia muy poco
aunque x e y varien.

Si obtenemos las elipses de probabilidad constante del par de va-
riables x,y éstas serdn cortas en el sentido de variacién de y — x y
largas en el sentido perpendicular. Si obtenemos ¢y, segtn lo visto
en este capitulo para la transmisién de varianzas obtenemos

2

0,

2, 2
y—x = Ox + 0y — 20y,

El dltimo término de esta relacién es la covarianza entre las va-
riables x e y, definida como E[(x — px)(y — py)] segtn ya vimos. Si
las dos variables son independientes; es decir, si el conocimiento del
valor de una de ellas no aporta nada al conocimiento, o a «lo que
podemos esperar» de la otra, se tiene simplemente

Owy = E[(x = ) (y — y)] = E[x — p2]E[y — y] = 0-0=0.

Pero si el conocimiento de una de ellas afecta a lo que podemos es-
perar de la otra, como en este caso en el que las cantidades y y x son
siempre muy parecidas, la esperanza de ese producto puede ser muy
distinta de cero, positiva si la correlacién es positiva y negativa si es
negativa. En este caso es positiva y bastante alta y por ello la suma
o? + (75 — 20y, es mucho menor que 02 + 05. Nunca puede ser ma-
yor que 0y0y. Cuanto més se acerque a este limite mas se agrupan los
pares (x,y) en torno a una recta; de pendiente positiva si la covarian-
za es positiva y negativa si es negativa. Por esta razén se define el
coeficiente de correlaciéon como
Oy

=Y —1<p<1. .
0= Gy’ 1<p<1 (10.21)

El caso de dos coordenadas, una de un punto y otra de otro, la
misma en ambos (p.e., dos coordenadas x o dos coordenadas z) que
tras un ajuste quedan con un valor de p préximo a 1 es muy comun.
Esto es asi porque la precision de las coordenadas se refiere a la defi-
nicién del sistema, que se habra hecho como sea, y en una zona de la
red que se ajusta es de esperar que los errores se den en el mismo sen-
tido, de modo que si las coordenadas calculadas para un punto que
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ha resultado con precisién de 5 cm tienen un error (que no podemos
saber) de 4 cm es de esperar que un punto préximo tenga un error en
torno a4 cm +5 cm.

Un ejemplo clarisimo de esta situacion es una gran red de nivela-
cién con el datum fijado en un punto. Si comenzamos nivelando en
Alicante con error 0 y la precisién de cada nivelada es menor de una
décima de milimetro, al llegar a Galicia la precisién de los puntos se-
ra de, por ejemplo, 5 mm. De modo que un punto A de la red puede
tener una precision en su cota de 5 mm y otro punto préximo B de
5,005 mm. Esto no significa que la precisiéon del desnivel A-B sea de

v/52 45,0052 ~ 7 mm

como la mayoria de los topégrafos calcularia, sino que puede per-
fectamente ser de 0,1 mm. Para conocer el valor exacto necesitamos
saber opp. Supongamos cap = 25. Entonces

08\ =52 45,0052 —2-25 = 0,05,
og_A = v0,05 = 0,22 mm.

En este ejemplo el coeficiente de correlacion es

PAB = % = 0,9990

Un valor tan alto significa que el error en una de las dos cotas queda
précticamente determinado por el error en la otra. También se puede
interpretar como que la causa de error en una de ellas es esencial-
mente la misma que en la otra. Teniendo en cuenta que los errores
se compone cuadrdticamente, podemos decir que los puntos A y B
tienen una proporcién de error comun de 0,999 frente a una compo-
nente independiente del otro punto de solamente 0,032. Por ello la
precisién con la que se conoce B — A es mucho mejor quelade By A
individualmente.

Otro caso muy habitual es el de los pardametros de orientacién de
fotogramas como resultado de una aerotriangulacién. Podemos en-
tender el conjunto de puntos de apoyo, puntos de aerotriangulacién
no de apoyo y centros de proyeccién de las fotografias como una red
peculiar, que queda fijada por las coordenadas de unos puntos (los
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puntos de apoyo) y en la que solamente se han hecho observaciones
desde un subconjunto de sus puntos (los centros de proyeccién) a
los demds puntos. Es como si los centros de proyeccion fuesen sélo
puntos de estacién y los demads puntos solamente puntos visados, de-
termindndose las coordenadas de los puntos de estacién por intersec-
ciones inversas entrelazadas. Siendo asf la red y teniendo en cuenta
la geometria de las aerotriangulaciones, en donde a diferencia de una
buena interseccién inversa topografica los puntos visados se encuen-
tran todos en torno a una direccién respecto a la estacion, la precisién
de los puntos de estacién, e.d., de los centros de proyeccion, es mu-
cho peor que la de los puntos de terreno, y también la precisién de
sus giros. Sin embargo la precisién de la coordenada X y el giro ® por
una parte, y de la coordenada Y y el giro () por otra, se combinan de
manera que la precisién de la interseccién de un rayo proyectivo con
el suelo, estando definida esta precisién por la precisién de los pa-
rdmetros de orientacién del centro de proyeccién, y suponiendo que
no existe error en las fotocoordenadas, es mucho mejor que la preci-
si6én de la posicién (X, Y) del centro de proyeccion (lo mismo se sigue
cumpliendo para fotografia no vertical de objetos cercanos).

El siguiente ejemplo estd tomado de una aerotriangulacion cual-
quiera de varias pasadas con los puntos de apoyo bien distribuidos:

0% =0,5806 (m?), 03 = 0,00003835 (deg?),
OxXd — —0,004435 (mdeg)

Estos valores dan como resultado un coeficiente de correlacién de
pxo = —0,9400. Por ser negativo quiere decir que a mayor valor de X
podemos esperar un menor valor de ®. Haciendo un céalculo apro-
ximado, teniendo en cuenta que la fotografia es casi horizontal y la
altura de vuelo sobre el terreno de unos 6 000 m, la coordenada X de
la interseccién del eje 6ptico de la foto con el terreno es

Xt = Xc + 6000 = Xc + 105 P°.

La precisién de Xt segtin los valores anteriores de precisiones es

0%, = 0,5806 + 105%-0,00003835 + 2105+ (—0,004435) = 0,072,
ox; = 0,27 m.
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Compérese esto con la precisiéon de la coordenada X del centro de
proyeccion: ox = /0,58 = 0,76 m.

Normalmente las correlaciones juegan a favor del topdgrafo, ya
que si dos magnitudes tienen cada una una cierta precisién pero la
resta u otra combinacién de ellas queda con una precisién mucho me-
jor, suele ser esta tltima cantidad la que interesa. En una red, si se
va a emplear un pequefio niimero de puntos para un trabajo local,
la precisioén de este tltimo viene dada por la precisién interna de los
puntos de la red empleados, es decir, la precisién de unos respecto
a otros. Normalmente las correlaciones se ignoran, y si estos puntos
tienen una precisiéon de 5 cm, por ejemplo, se haran los calculos de la
precision del trabajo tomando cada uno de esos 5 cm como indepen-
dientes, dando lugar por ejemplo a precisiones calculadas de 7 cm,
cuando la realidad es que pueden ser de 3 cm. Incluso la precision
absoluta respecto a los puntos que definen el sistema de coordenadas
serd menor de 7 cm; serdn los 5 cm de los puntos de la red empleados,
ya que siendo la precisiéon de uno respecto a otro mucho mejor, el
error afiadido al dar los puntos del trabajo local a partir de ellos serd
pequerio respecto a los 5 cm. La cuestién de las precisiones relativas
entre puntos se tratard con detalle en dos capitulos dedicados a ello.

La ignorancia de las correlaciones, o en términos menos técnicos,
de que del valor de precisiéon de dos o mds coordenadas o parametros
una parte importante es un error comtn a ambos, da lugar como aca-
bamos de ver a que se especifiquen para coordenadas que se derivan
de ellos valores de precisién mayores, es decir peores, que los que
realmente son. Por ello en topografia la precisiéon de los puntos suele
ser mejor que la que el topégrafo dice que tienen. Hoy en dia con el
empleo cada vez mayor del GPS esto estd cambiando, pudiendo ser
que la precisién sea peor que el valor que el topégrafo da, debido a
causas de error que no estdn incluidas en el valor de precisién que el
aparato estd mostrando y que el topégrafo no tiene en cuenta. Aun
asf la precision de las coordenadas de puntos préximos entre si suele
ser mejor que el valor dado debido a las causas de error comunes.
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Ajuste altimétrico

En topografia se presentan basicamente dos tipos distintos de ajus-
te altimétrico: uno en el que las observaciones son directamente los
desniveles (nivelacién geométrica), y otro en el que se miden distan-
cia y dngulo cenital (nivelacién trigonométrica). El primero de ellos
da lugar a ecuaciones lineales muy simples del tipo

vg =H—Hy— (AZy — AZy),

cuya solucién no entrafia ninguna particularidad. Empleamos H para
el desnivel entre dos puntos.

En el segundo caso habra que plantear ecuaciones de residuo para
la distancia D y para el angulo cenital V. Sin embargo se acostumbra
a proceder de otro modo. Se calcula el desnivel a partir de los valores
observados y el resultado se toma como la observacién original:

g2
H = DcosV + —.
TR
El dltimo término es la correccién por esfericidad terrestre, siendo R
el radio de la Tierra y S la distancia horizontal entre los dos puntos,
al igual que en el capitulo dedicado a angulos y distancias. En teoria
debe emplearse la distancia S calculada mediante los pardmetros (las
coordenadas (X,Y) de ambos puntos), si se dispone de ellos, pero la
correccion por esfericidad no varfa significativamente con pequefios
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cambios en la distancia, asi que puede tomarse S = DsinV. Puede
afiadirse también una correccion por refraccién, aunque la influencia
de este fenémeno puede ser muy variable. Las observaciones de ca-
ra al ajuste son entonces los desniveles, y se resuelve igual que una
nivelacién geométrica.

Respecto a los pardmetros a tomar como fijos, el estudio es idénti-
co al efectuado en planimetria. Habra que fijar una coordenada Z, sal-
vo que la situacién de la figura venga obligada por varias coordena-
das ya fijas, tipicamente de una red superior. Pueden existir también
coordenadas observadas directamente, y se planteara su ecuaciéon de
residuo. Si de esta especie s6lo hay una (y no hay coordenadas ya fi-
jas), entonces no entra en el ajuste y simplemente sirve para tener que
tomar como fija obligatoriamente esa coordenada, que de no existir la
observacién escogeriamos a discrecion.

Ecuaciones de distancia geométrica y dngulo cenital

El ajuste de dngulos y distancias visto unos capitulos atrds toma
como observaciones las lecturas y las distancias horizontales. Estas
altimas normalmente no son observaciones originales, sino que se ob-
tienen como DsinV y sus valores se toman como observaciones origi-
nales, procediendo de modo andlogo que con los desniveles. Ambas
operaciones pueden interpretarse conjuntamente como un cambio de
variables (L,D,V) — (L,S,H). Para ambos conjuntos resultan ade-
cuados los pardmetros (X,X,Y,Z), pero el segundo tiene la propie-
dad de que para expresar las observaciones (L,S) s6lo son necesarios
los parametros (X, X,Y), mientras que para las observaciones H sélo
se necesitan los parametros Z. Entonces, si las observaciones (L,S,H)
son estadisticamente independientes se pueden efectuar por separa-
do el ajuste planimétrico y el altimétrico. De hecho el célculo conjun-
to lo seria s6lo aparentemente, ya que las matrices A y N tendrfan un
bloque planimétrico, otro altimétrico y otro(s) de ceros, y en el calcu-
lo matricial nunca se operarian entre si dos nimeros provenientes del
bloque planimétrico y del altimétrico.

Suponemos que las observaciones (L, D, V) son independientes, y
entonces la independencia de (L,S,H) depende de la de S y H. Estas
dltimas podemos suponer sin cometer gran error que son indepen-
dientes, gracias a que las visuales tienen normalmente poca inclina-
cién. Se puede ver graficamente que en esa situacién el error en H
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depende casi en exclusiva del error en V, y el error en S del error en
D, y entonces podemos admitir que son independientes.

En situaciones de grandes inclinaciones, como por ejemplo en pre-
sas, se saca mds partido a las observaciones si se realiza un ajuste con-
junto de planimetria y altimetria, con las observaciones originales. La
ecuacion de residuo de la lectura no varia, y la de la distancia D es
una extension obvia de la de S:

szD—DO—{<X2DX1) AX1_<%> Ayl_(¥> AZy
0 0 0

Xo — X3 Y, -Y; Zy — 274
AX = ) AY: == ) AZ b (111
+< D ) 2+( D Jy N D /o ? (L)

La ecuacién del dngulo cenital sin linealizar e ignorando la esferici-
dad terrestre es

S

V = arctan Z—7,

Para el célculo de V asi como para el de Dy debe tenerse en cuenta
la esfericidad terrestre, en el grado que el problema requiera, pero las
derivadas de ambas magnitudes en funcién de los pardmetros apenas
varian si se emplean las férmulas exactas en lugar de las que corres-
ponderian a un sistema X, Y, Z cartesiano, y podemos emplear estas
altimas. Ya lo hicimos para D y en su momento para S, aunque no lo
mencionamos. Para V resulta la ecuacion linealizada

oy~ V= Vg — {((Xz —X1)(Z2 Zl)>OAXl

SD2

_ ((Yz—Y;)IgZZz—Zl)> AY; + <§2> AZy + - } (112)

Las derivadas respecto a las coordenadas del segundo punto son las
mismas que respecto al primero cambiadas de signo.
Error de centrado

Existen muchos errores que si bien son accidentales, una vez pro-

ducidos son constantes para un conjunto de observaciones, como por
ejemplo el error de centrado al estacionar, que permanece constante
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en toda la estacion. Estos errores se pueden incluir como pardmetros
en el ajuste. Representaremos el error de estacién en un punto i por
xi, Yi- Al considerar como pardmetros (modelizar) lo que antes era
una componente del error de cada lectura, ahora se incluye en la lec-
tura ajustada, que pasa a ser

Y2 — (Y1 +y1)

L? = arctan —————"~L —
* X — (X1 + 1)

Ahora los errores y sus estimaciones los residuos serdn lo que reste,
eliminada una causa de error. Desde un punto de vista conceptual
para el ajuste, error (o residuo) es todo lo que no estd modelizado
mediante los pardmetros.

No podemos tomar el (des)centrado de una estacién como incég-
nita sin més, ya que equivale a no haber centrado en absoluto, o a con-
siderar el punto de estacién y el mismo punto cuando es visado como
dos puntos distintos. Si hemos centrado al estacionar, y mediante al-
gun dispositivo de observacién (masa suspendida, visual vertical, ya
sea a través de un reticulo o con léser... ) hemos situado en la medida
de lo posible el eje vertical del aparato sobre el punto; es decir, hemos
observado x e y y obtenido los valores x = 0, y = 0. Si los valores
ajustados son otros (z,y), hay que considerarlo como un error, 0 més
exactamente como una estimacién del error de estacién, y hay que
plantear las ecuaciones de residuo

vy =0—x9 — Az, vy =0—yo — Ay.

Normalmente tomaremos xo = yo = 0, lo que simplifica atin més
las ecuaciones. Estas ecuaciones habra que multiplicarlas como todas
por su correspondiente 0y / 0;.

Estaciones excéntricas

El procurar centrar al estacionar, que para el ajuste se interpreta co-
mo observar los valores x = y = 0, es un caso particular de otro més
general: estaciones excéntricas. En este caso general tenemos unos
valores observados (x,y) # (0,0). Al igual que en un ajuste con esta-
ciones «normales», podemos incluir los parametros de estacion (x, y)
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en el ajuste o no hacerlo. Si los incluimos, las ecuaciones de residuo
para la estacién serdn

vy = x — X0 — Az, vy =Y — Yo — Ay.

En caso de no incluirlos estas ecuaciones no existirdn, y en el célculo
de lecturas ajustadas los valores (x,y) se tomardn como constantes.
Por ejemplo, si son x = 0,08, y = 0,42, entonces la férmula para la
lectura ajustada es

L? = arct - 2.
L G 008 !

Existen muchas posibilidades a la hora de incluir pardmetros que
modelizan errores, y muchas mds combinaciones entre ellas. Debe
tenerse cuidado siempre de no incluir conjuntos de pardmetros que
den lugar a infinitas soluciones. Por ejemplo, no podemos tomar pa-
ra un punto de estacién las coordenadas (X + x/,Y + y/) y para el
mismo punto cuando es visado otras (X + x”,Y +y”), pretendiendo
estimar un descentrado también en la marca a la que se visa, porque
entonces, ;qué es el punto (X, Y)? Los parametros (x, i) son el despla-
zamiento entre el punto de estacion y el punto visado medio, y (X,Y)
las coordenadas de este tltimo. Se ve bien en el caso de las estaciones
excéntricas: podemos tomar como referencia la estacién o el punto vi-
sado indistintamente, y los pardmetros (x,y) son el desplazamiento
de uno respecto al otro.

Alturas de instrumento y de mira

El equivalente en altimetria a los pardmetros de centrado son las
alturas de instrumento y de mira. Podemos incluir una de las dos
como pardmetro, pero no las dos. Si las hemos medido, que sera lo
normal, entonces habra que plantear la correspondiente ecuacién de
residuo.

Otra posibilidad puede ser que la mira tenga (o pensemos que
puede tener) un error constante, situacién muy habitual. Entonces las
ecuaciones de desnivel tienen todas un parametro de cero:

’UH:HfH(]f(AZ27AZ1+AZ), Hy = Zyog + 29 — Z1p-
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Si realizamos un ajuste conjunto tomando las observaciones origina-
les, (L, D, V), tendremos en las férmulas (Z; + z) en lugar de Z;, y las
derivadas de z son iguales a las de Z; (pero no son el mismo parame-
tro porque z aparece en un conjunto de ecuaciones distinto a Zj).

Si no tenemos ninguna garantia sobre la ausencia de error cons-
tante en la mira entonces el valor z no se considerard un residuo a
incluir en la minimizacién. Sin embargo si se trata de una sefial preci-
sa, cuya altura esta calibrada con una precisién conocida, si que habra
ecuacion de residuo.

Error de refracciéon

Otro posible pardmetro a considerar es el error de refraccién, siem-
pre que las condiciones atmosféricas no varien mucho a lo largo de
las observaciones. Suele ser un efecto proporcional al cuadrado de la
distancia.

Error de verticalidad de la estacién

Otro maés es el error de verticalidad de una estacién. Si es pequefio
podemos modelizarlo mediante dos pardmetros (w, ¢). Llamaremos
L* y V* a los valores que corresponderian con w = ¢ = 0. Si (w, ¢)
no son muy grandes (y no lo serdn), podemos emplear las siguientes
relaciones:

cosV = cosV* + (wcosL* — ¢sinL*) sinV¥,
sinL* + ¢ cotgV*
cosL* — wcotgV*’

tanL =

Que a su vez se pueden simplificar a las siguientes:

V=V"—wcosL"+ ¢sinL",
L=L"+ (wsinL* + ¢ cosL*) cotgV™.

El error cometido al emplear estas expresiones es del orden de w? +
@*. Habra que incluir también las ecuaciones de residuo de w y ¢,
cuyo o es la precisién con la que se nivela el aparato.
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Parametros adicionales: precisiones y redundancias

La inclusién de pardmetros extra permite obtener el méximo pro-
vecho de todas las observaciones, incluyendo entre ellas el centrado
y la nivelacién del aparato, que realmente lo son. En estos dos casos,
ademads, no disminuye el nimero de redundancias al considerarlas
como incognita, ya que cada nuevo pardmetro va acompanado de
una observacion. No obstante, si su precisién es mucho mayor que
la que se obtendria para esos mismos valores a partir de las demaés
observaciones no merece la pena incluirlas. Por ejemplo, si la preci-
sién con la que se obtendrfa un punto por interseccién de las visuales
que concurren en él es mucho menor que la precisién de centrado,
entonces los pardmetros (x,y) no se incluiran. Si que disminuiran las
redundancias si se modelizan errores que no se han observado, como
por ejemplo el de refracciéon.
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12 Transformacion de
semejanza plana

Otro problema muy habitual en topografia o en cualquier disci-
plina que trabaje con coordenadas de puntos en diversos sistemas
es el célculo de los pardmetros de transformacién entre dos sistemas
de coordenadas distintos. Muchas veces se trata de transformaciones
de semejanza, aunque pueden ser también transformaciones lineales
cualesquiera u otras mas complicadas. El estudio de la semejanza en
el plano abarca la mayoria de los aspectos que se pueden presentar
en transformaciones més complejas y merece por ello un analisis por-
menorizado.

Notacién y convenciones generales

Habra siempre un conjunto de puntos Py, ..., Py, cuyas coordena-
das conocemos en dos sistemas, 1 y 2. Las coordenadas de un pun-
to en un sistema determinado las representaremos mediante un sub-
indice. Asi, las coordenadas de los puntos en el sistema 1 son Py,
P31,...,Pxq, y en el sistema 2 son P15, P2y, ..., Pk,. Las coordenadas
de ambos sistemas son medidas con ciertas precisiones, pero algu-
nas veces es necesario considerar las coordenadas del sistema 1 como
si fuesen perfectas. Estudiaremos ambos casos. De los dos sistemas
normalmente hay uno que se considera el de referencia, que para no-
sotros serd siempre el sistema 1, y cuando se da el valor numérico
de los parametros de la transformacion se entiende que son los que
transforman del sistema de referencia al secundario, en nuestro caso
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esto es del sistema 1 al sistema 2. Cuando queramos hacer referencia
a todo el conjunto de coordenadas de los puntos en algtin sistema
i diremos «los puntos P;». Asi, P; puede significar el punto P; o el
conjunto de coordenadas de los puntos P en el sistema i. En cada
momento el contexto determinaré claramente cuél de los dos signi-
ficados se estd empleando. Andlogamente habrd magnitudes asocia-
das a cada punto y sistema, que representaremos mediante alguna
letra, por ejemplo r, teniendo 7; los mismos dos significados. Cuando
queramos referirnos a un punto cualquiera del espacio, generalmen-
te cuando escribimos la férmula de la transformacién, emplearemos
la letra X.

Aunque la realidad sea un tinico conjunto de puntos con coorde-
nadas en dos sistemas, para comprender los pardmetros suele ser mds
claro representarlo como dos conjuntos de puntos bajo un mismo sis-
tema, y asi se suele dibujar. Alguna vez, pensando en esa represen-
tacion, haremos referencia a los puntos de tal o cudl conjunto, enten-
diendo que en realidad se trata de las coordenadas del conjunto de
puntos en el sistema tal o cudl.

Convenciones para los pardmetros de semejanza

Los pardmetros de una transformacién hay que definirlos muy
claramente, porque pueden tener distintos valores segtin en qué or-
den se apliquen, y segtn sean los que pasan del sistema de referencia
al secundario o viceversa. Respecto a esto tltimo ya hemos aclarado
que serdn siempre los que transformen el sistema de referencia, 1, en
el secundario, 2. Respecto a lo primero, en las transformaciones de
semejanza y en cualquiera que incluya una traslacién més algin otro
pardmetro, el valor de la traslacién es distinto segiin sea su posiciéon
relativa respecto a los demas pardmetros, que en las semejanzas son el
giro y el escalado. Lo normal es situarla en un extremo, es decir, lo pri-
mero o lo dltimo que se aplica. Tenemos entonces dos posibilidades:

Xo = AR(X; —T),
Xo = ARX; +T;

en donde T = (Tx,Ty), A es el factor de escala y R es la matriz de
rotacion.
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La matriz de rotacion a su vez podemos definirla de dos maneras
segtn el &ngulo de giro a:
cosa —sina cosx sina
sine cosa)’ —sina sina )’
La matriz de rotacién es tinica, lo que cambia de una definicién a otra
es el signo del angulo «; es decir, que realmente hay dos definiciones
posibles para el &ngulo &, no para la matriz de rotacién.
Los valores de R y A son los mismos independientemente del or-
den de aplicacién. Sin embargo podemos definir R y A como la rota-
cién y el factor de escala que pasan del sistema 1 al sistema 2 o vice-

versa, y en un caso los valores son los inversos de los otros. Nosotros
emplearemos siempre la siguiente definicién:

cosx —sina
Xo = AR(X; = T), R= <sino¢ cos a). (12.1)

La transformacién de X; a X; segtn esta definicién es
X; = iR™ +T, (12.2)

ya que la inversa de una matriz de rotacion es su traspuesta.

Planteamiento minimo cuadratico

Empezaremos suponiendo que las coordenadas en el sistema 1
son fijas. En ese caso el problema queda determinado mediante los
pardmetros de transformacion: (Tx,Ty, a,A), y entonces n = 4. Las
coordenadas de cada punto P en el sistema 2 son dos observaciones
(x2,12). Las derivadas de cada una de ellas respecto de cada pardme-
tro una vez simplificadas son

8x2 B axz Yy . E)xz axz X2
5T = Acosua, aTy—/\smvc, EP I - Ty wl o
A2 dy2 A2 _ W2 Y2
Tx Asina, 3Ty = —Acosua, Fya X7, A A

Y se plantean las ecuaciones y se resuelven. Sin embargo se pue-
den calcular los pardmetros de una manera mds sencilla, que desa-
rrollamos en las siguientes secciones. Lo mismo sucede en el caso en
que no suponemos que las coordenadas en el sistema de referencia
son fijas.
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Traslaciones

Continuaremos con la suposicién de que las coordenadas del sis-
tema 1 son fijas. Observemos en primer lugar que la transformacién
se puede escribir de la forma

(X2 = Tz) = AR(Xq = T).

Hay infinitas maneras de escribirla asi; todas las que cumplan T; —
iRTT, = T. Supongamos que Tj es el centro de gravedad del con-
junto de puntos del sistema 1, que llamaremos G; = (xg,,¥g,)- Tras
restar Ty, el centro de gravedad queda con coordenadas (0,0). En-
tonces R y A son un giro y un factor de escala respecto al centro de
gravedad, y tras aplicarlos las coordenadas de ese punto siguen sien-
do (0,0). Ya s6lo queda aplicar Ty, que es una traslacion en x de valor
T2 y una en y de valor T,p. A las coordenadas del conjunto antes de
aplicar T las llamaremos Py~. Tras aplicar T, serdn coordenadas en el
sistema 2, y su diferencia con P un residuo. Si vamos variando T,
los residuos x de los puntos varfan todos una cantidad constante, y
analogamente para Ty. Supondremos que las observaciones x e i son
independientes, y entonces este es otra vez el problema de la media
aritmética, que tiene por solucién ) pv = 0, en donde p son los pesos,
inversamente proporcionales a 02. En este caso y suponiendo que las
precisiones de las coordenadas son todas iguales, } vy =0y } v, = 0.
Ahorabien, Y vy = Y x2 — Y (x17 + Ty2). Pero Y xqn = 0, ya que x¢ en
ese sistema es 0, y entonces

_Lx

sz k = xgzl

y andlogamente Tp = yg,, por lo que T» = Gy, y el punto G se
transforma en Go:
(X2 = Gy) = AR(X3 — Gy). (12.3)

Si hubiésemos fijado Tp = G, entonces la conclusion serfa Ty = Gj.

Si las precisiones de las observaciones no son todas las mismas, la
condiciéon que cumple la traslacién es

0=) vi=) plxyn+Tx) =) pxo. (12.4)
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Entonces para que se cumpla }_px;» = 0 tenemos que emplear el
centro de gravedad ponderado segtn los pesos p:

Y px2

X px -
B rp X

Ty = Xgq yp y entonces Ty, =

y andlogamente para la coordenada y.

Escala y giro: planteamiento

Llamaremos Xy a las coordenadas X; — T; y Xy a Xp — Tp. Si
Ty = Gy y To = T = G entonces la transformacioén es

Xy = ARXy,

en donde tenemos que calcular oy A. Sea Py» = ARPyr y 6 =
(x5, 0y,) = Py — Py (podriamos llamarlo &y, pero la diferencia entre
los sistemas 2 y 2’ es una traslacion, asi que dy = 6).S5iA = AyR=R
entonces Py» coincide con Py y 6, con (vy, vy).
Supondremos que 0y = 0y, para todos los puntos. Entonces hay
que minimizar

—)
Yo r((x2 = x10)? + (y2 —y1r)?) = Y p(83, +6;,) = Y pPaPyi.

Cada segmento P,P;» podemos separarlo en una componente radial
y otra tangencial, curva, a las que llamaremos 4, y 4, (fig. 12.1).

2/51}2
57’2
e 1"
\\ .-+ I/
\ I
N
\\ I, ”X\
/’1*’Q
(Y /Gz\\
a X

Fig. 12.1: Componentes radial y tangencial
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Se cumple précticamente (5,32 + 5y22 = (532

minimizar los cuadrados de estas segundas componentes en lugar
de las primeras. Pero resulta que la variacién de A afecta a Jr, sin
modificar ét,, y lo contrario para «, de modo que podemos calcular
dos minimizaciones independientes:

+ (5t22, asi que podemos

A estal queminimiza ) pd7.

a " 4 Z p5t22 .

Varianza tnica combinada para cada punto

Vamos a estudiar el caso en el que los puntos del sistema de refe-
rencia no se consideran fijos. Los puntos ajustados ya no coincidiran
con los puntos del conjunto 1, es decir, P, # P;. La diferencia entre
estos dos puntos es v1. Cuando efectuamos AR(X; — T) 6 AR(X; — Tq)
el punto X puede ser uno de P; o uno de P, (u otro cualquiera), y en-
tonces se definen P;; y Pin = P, de la misma manera. Puesto que
Py: sélo se diferencia de P; en una translacién se cumple para cada
punto 0y; = 0y y 01 = 0yy. Supondremos en todo momento que
las observaciones son independientes y que 0y1 = 01 y 02 = 0y2.
Entonces podemos prescindir del subindice x 6 y. Asi, para cada pun-
to hay o7 y 0». Bajo estas hipétesis la distribucién de cada par (x,y)q
(resp. (x,y)2) tiene simetria radial, y la posicién del punto en cual-
quier direcciéon® tiene precisién ¢ (resp. 02). Por lo tanto las compo-
nentes (x,y) de RPy/ tienen precision o7, la precisién de Py» es oyn =
Aoy y la de Py es 0y. Sea Uy = Py — Py y v = Pyw — Piw = Py — P
El punto Py estd en algiin lugar del segmento Py Py, porque para
cualquier punto Q de fuera del segmento podemos encontrar otro Q*

en él tal que Q*Py < QPy y Q*Pyn < QPy.
Py 0

Q*
Pl//

“Siendo pedante: la posicién de la proyeccién del punto sobre una recta de direc-
cién cualquiera
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v P
Hay que minimizar Z —22 + —; ,
0

que equivale a
y vy ) v3,
oz (Aoy)?
Entonces el punto P,s es una media entre los puntos Py y Py» con

pesos 1/02 y 1/(X0q)%. La posiciéon de Py asi obtenida estd a unas
distancias de Py y Py proporcionales a 02 y (Acq)?, es decir,

N o2 — e —
PyPy=—2 PP, PuPy=——1 PP, (125
2Pr = 7 ez 2 P = g 2 (12.5)
De donde
2 2 2 2
vy vy Ty 2 Acog 2
? (/\0_1)2 — 2 2 2 2 Pz/Pl// + 2 2 2 2 P2IP1//
5 (03 + X20%) (07 + X20%)
1 — 2
= PsPqy
03 + 202 4

Recordamos que la longitud PP~ la habiamos denominado ;. En-
tonces hay que hacer minimo

Y ps3,  1/p =03+ Xoi. (12.6)

Una vez calculados los pardmetros ajustados conocemos X y pode-
mos calcular P,. Cuando minimizamos (12.6) los valores p son fun-
cién de A, y habria que tenerlo en cuenta a la hora de derivar para
encontrar el minimo. Sin embargo, si en la expresion de p emplea-
mos en su lugar un valor A fijo puede verse que la dependencia de
la solucién de ese Ay es minima. Si Ay tiende a infinito los valores
de p tienden a ser proporcionales a ¢y, y el resultado que se obten-
dria es el equivalente a considerar fijos los puntos del sistema 2. Si al
contrario tiende a cero, entonces el resultado es el de considerar fijos
los puntos P;. La diferencia en los pardmetros de la transformacién
entre un caso y otro es mucho menor que la precisiéon con la que se
obtienen. S habra diferencia apreciable en la posicién de los puntos
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ajustados, més proximos a Py 0 a Py». Con maés razoén la diferencia
en los parametros es despreciable si empleamos un valor A cercano
al valor real. Una vez obtenidos los pardmetros, para calcular P,/ ha-
bria que emplear A, pero normalmente incluso para esto la diferencia
con Ag serd despreciable. Hay que tener en cuenta que A aparece en
el calculo de Py porque Ao es la desviacion tipica de los puntos Py,
y normalmente el error en Ag es mucho menor que la precisién con la
que conocemos 0y.

Visto esto, el problema es el mismo que el ya estudiado de consi-
derar fijos los puntos del sistema 1, porque en ambos casos hay que
minimizar }_ pé62. Ahora los pesos no son 1/0% sino que vienen dados
por (12.6) (en ambos casos es 1/ ng). Si ademas el cociente oy /0y se
mantiene constante para todos los puntos, entonces también es cons-
tante 0, /01, y podemos obtener p como 1/07 6 1/03 indistintamente
(pero siempre la misma expresion para todos los puntos, claro estd).

Primeras férmulas para escala y giro

Sea r1 la distancia al centro de gravedad de un punto del conjun-
to 1, 01 el angulo que la semirrecta con origen en G; y que pasa por
el punto forma con una direccién origen de dngulos fija (por ejemplo,
el sentido positivo del eje x), medida en sentido antihorario desde el
origen de angulos, y t; = r101. Andlogamente se definen r;, 6, y 5. El
origen de dngulos ha de ser el mismo (en cada sistema ha de formar
el mismo dngulo con los ejes).

Se tiene r;» = Ary, de donde (5,22 = (rp—Ar)?y

dy ps2
Trz =—2) p(ra—Ar)ry,

y el valor de X es
3\ — Y. prira
rpr}

Por otra parte 6;» = 6; + a, de donde

VPO, = /Pr2((61 —62) —a),

12.7)
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y el valor « es la media aritmética de 6, — 61 con pesos pr3:

_ Lpr3(62—61)?

12.8
Y 72 (12.8)

En todas las expresiones anteriores los pesos vienen dados por (12.6).

Férmulas simétricas para escala y giro

Si intercambiamos los sistemas 1 y 2 obtenemos

AN = Y. prira — Zpr%(()l N 92) )
rprs L pr3

Los pesos no es necesario cambiarlos ya que serian

1 1
1/P_‘71+/T /\2(‘72"‘7‘0‘71)

es decir, proporcionales a los ya existentes.

El resultado en un caso y en otro no es el mismo; es decir, no se
cumple X = 1/ (incluso se puede ir mds alld y demostrar que se
cumple siempre AN > 1) ni @/ = —a. La razén es en ambos casos
bastante sutil. En el primero radica en que no es lo mismo minimizar
Y. p(ro — Ar1)? que ¥ p(% — r1)?; en el segundo en que para calcular
a estamos tomando los arcos J§; desde los puntos 2/, y por lo tanto
calculandolos con las distancias 7,, y en el segundo desde 1’ y los ra-
dios son r;. La diferencia entre ambas soluciones es infima. De hecho,
cuando descompusimos J, en 572 y 5t2, que pudimos hacerlo porque
5,22 + (5t22 ~0f 2 (5;2, fue una decision arbitraria tomar los arcos desde
P, y no desde Pyn.

También se puede ver que la diferencia es totalmente desprecia-
ble advirtiendo que la expresién de A es una media aritmética de los
valores rp /11 ponderada con los pesos priry, mientras que A’ es una
media de 11/, con los mismos pesos. A su vez, a es una media de
02 — 01 con los pesos pr3, y —a’ la media de los mismos valores con
los pesos pr1 El cociente /11 es practicamente constante para todos
los puntos, y en consecuencia la diferencia entre ambas soluciones es
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despreciable. Puede darse un valor de ro/r; més distinto si un pun-
to coincide casi exactamente con el centro de gravedad, pero en ese
caso la contribucién de ese punto a cualquiera de los sumatorios es
précticamente cero.

Sin embargo conviene tener una definicién de los pardmetros que
sea independiente de cudl consideremos el conjunto 1 y cudl el con-
junto 2. Para ello lo mds facil es tomar para A la media geométrica
entre las dos soluciones y para « el resultado de calcularlo con los
pesos priry:

N | EPnn Yprs _ |Lpr o LPrira(6 —61) (12.9)
Y pr? Lprin . .

rprt’ Y prira

Andlisis de las féormulas obtenidas

La férmula para el factor de escala es tan buena desde el punto de
vista préctico como cabria desear. Aunque sobre el papel parezca que
72 es una expresién mds elaborada que r, en la practica lo primero que
se obtiene es 2 como x? + 2, y r es la raiz cuadrada de esa cantidad.
Por lo tanto una férmula que opere con los cuadrados de las distan-
cias es més rdpida de calcular y mds sencilla de escribir en términos
de las coordenadas de los puntos que una que operase con las propias
distancias. Por otra parte, puesto que se trata de obtener un factor de
escala en algin momento habrd que efectuar una divisioén, y la fér-
mula obtenida solamente incluye una. Comparese la expresiéon de la
férmula propuesta en funcién de las coordenadas x, y de los puntos
y se verd que es més sencilla que cualquiera otra.

Ademés de esta ventaja practica incluye otra mucho mds impor-
tante. Supongamos que alguien decide calcular el factor de escala pro-
mediando los factores de escala individuales que se deducirian para
cada punto y andlogamente para el giro (para evitar complicaciones
supondremos que no se aplican pesos):

1 2

1
A: — —, = — —_ .
> " o " 2 :(062 )

A parte de que en el caso de A la férmula no es simétrica, ya que de
hecho se cumple )\)\’1 > 1, estas formulas tienen el inconveniente de
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que si uno de los puntos esta muy préximo al centro de gravedad sus
valores de /71 y ap — &1 pueden ser muy distintos de los demés y
estropean la media.

Para solventar este problema habria que ponderar cada valor in-
dividual de manera que si el punto estd muy préximo al centro de
gravedad en cualquiera de los dos sistemas su peso se haga cero. Asf,
un peso igual a 71 + 7 no sirve porque si una de las dos distancias es
muy pequefia pero la otra no el peso no es pequetio, o no es lo sufi-
cientemente pequeiio. Piénsese que esto es perfectamente posible sin
necesidad de que el punto sea erréneo. Supongamos para simplificar
que la mayoria de los puntos se encuentran a una distancia del centro
de gravedad en torno a 1 y que el factor de escala entre los dos siste-
mas es también proximo a 1. El punto en cuestién puede estar a una
distancia de 1/40 del centro de gravedad en uno de los dos sistemas
y de 1/400 en el otro, lo que da un término /71 de 10, que a pesar
de un peso de 0,025 (de acuerdo a rq + ) sigue alterando el valor
medio como pone de manifiesto un simple célculo, por ejemplo con
cinco puntos en total:

~21+42-1+2-1+2-140,025-10

A 8,025

1+

0’55 ~ 1,03.

Téngase en cuenta ademads que el célculo del factor de escala no
ha de efectuarse necesariamente entre dos sistemas que se relacionan
mediante una semejanza, sino que puede ser un valor inicial para el
célculo de una transformacién mds complicada, como una afinidad,
una entre dos proyecciones cartograficas, etc., o simplemente un va-
lor al que se le puede dar un cierto significado, como por ejemplo el
factor de escala de la zona comudn de dos fotos sacadas desde puntos
distintos. En todos estos casos no resulta seguro aplicar un peso a ca-
da factor de escala individual de 71 + o, pues puede estar un punto
cerca del centro de gravedad en uno de los dos sistemas y alejado en
el otro sin que haya ningtin error, siquiera pequefio, en los puntos.

Lo dicho anteriormente se aplica por igual al giro, ya que los d&ngu-
los 1 y «y se obtienen en ultima instancia a partir de cocientes entre
las cantidades x, y y 7.

El peso puede ser 113, pues si uno de los valores de r se hace cero
el peso se hace cero en la misma proporcién. Si aplicamos estos pesos
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a los promedios obtenemos

2
_ Ly ~ Y73 . ( Yrira(62 —61) .
Y11 Yrrd Y.

que son las férmulas ya obtenidas. En el caso del giro la definitiva y
en el del factor de escala la primera de ellas, a falta de simetrizarla.

Cémo promediar valores angulares

El promediar angulos suele plantear una pequefia dificultad cuan-
do los dngulos se sittian en torno al origen de dngulos, de manera
que unos tienen unos valores muy pequefios y otro valores préximos
a 400%. Obviamente esto se puede evitar tomando los dngulos entre
—200% y 200%, pero entonces el problema aparece cuando los dngulos
estdn en torno a 200°.

Para una persona no ofrece ninguna dificultad ver qué valores
toman los dngulos y partir el circulo en uno u otro punto. El problema
surge si se quiere programar una pequefia aplicaciéon que lo calcule
siempre bien. Se puede tomar uno de los dngulos a promediar como
referencia y llevar todos los valores angulares a ese valor +200°. Esto
fallara si el valor de referencia es erréneo por la razén que sea. A
continuacién indicamos un método que obtiene la solucién correcta
en todos los casos posibles:

Se divide el circulo en dos mitades, de manera que una de las di-
visiones coincida con la ruptura en la escala. Por ejemplo, de —200°
a 0% y de 0° a 200%, o bien de 0F a 200° y de 200° a 400%. Se promedian
los angulos de cada una de las dos mitades de acuerdo a la férmula
(12.9) o la que en su caso se emplee, recordando la suma de los pesos
en ambos casos; estoes, p = (Y r172); y 9 = (L r172),. Evidentemente
si alguna de estas dos cantidades es cero, es decir, si no hay valores
angulares en la mitad correspondiente, el resultado es el valor prome-
dio de la otra mitad y no hay que hacer nada mas.

En caso contrario miramos si para pasar de uno de los dos valores
promedio, digamos a;, al otro, digamos oy, el camino es més corto
a través de uno de los dos valores que limitan las dos mitades de la
circunferencia o del otro y se promedia acorde con ello. Por ejemplo,
si la circunferencia la hemos divido por los valores 0° y 4200 se mira
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siap — o es < 200 6 > 200. En el primer caso se promedian o y ap
directamente:
~ paj + qap

p+q

En el segundo caso primero se han de sumar 400° al valor de ;.

Si la diferencia fuese exactamente 200° es indistinto efectuar uno
u otro promedio. Piénsese lo que significa que haya dngulos con dife-
rencias de 200° para promedjar.

Giro: férmula definitiva

El valor del dngulo de giro para una transformacién de semejanza
no se quiere para emplearlo él mismo sino para emplear sus razones
trigonométricas sina y cos . Cuando se calcula el valor de un dngulo
«1 0 & se calcula primero una de esas dos razones o bien la tangente
y a ella se aplica la funcién trigonométrica inversa correspondiente,
esto es, arcsin, arc cos o arctan. Tras promediar todas las restas ap —
«1 segun la férmula (12.9), a partir del valor obtenido o calculamos
cosa y sinwa. Tal vez serfa posible promediar directamente valores
de cos(ap — aq) y sin(ap — ) sin tener que pasar por las funciones
trigonométricas inversas para después volver a pasar a sin y cos.

Esto no sélo es posible sino que elimina de raiz el problema abor-
dado en la seccién anterior.

El primer problema que surge ante este planteamiento es que, apli-
quemos las férmulas que apliquemos, si promediamos por una parte
valores de cos(ay — 1) y por otra valores de sin(ay — «), y puesto
que los datos no son perfectos, los valores obtenidos no serdn compa-
tibles, es decir, que si a partir del coseno obtenido calculamos el valor
del seno no nos va a dar lo mismo que el valor de sin a obtenido en el
promedio y viceversa. Sean C y S los valores obtenidos. Para resolver
esto no hay mds que multiplicar ambas cantidades por una misma
constante de manera que la suma de sus cuadrados pase a ser 1; es
decir, normalizarlos:

C S

—, sina= ——. 12.10
VC2 482 VC2 482 (1210

cosax =
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Los valores cos(ay — aq) y sin(ap — a1) son

X1X2 + . X — 11X
cos(ay — ay) = AR2TNY2 - Gy — ) = T2 YR
rr rir

valores que por las razones ya expuestas hay que promediar segiin
los pesos rqt2, lo que da

_ Y(x1x2 +y1y2) _ Y(xiy2 —yix2)
c=t\Mntyy) - g Lny2—yixa)
Y.rir2 Y.rir

Ahora bien, puesto que estos dos valores atin se han de normalizar
segun (12.10) podemos multiplicarlos por una constante cualquiera,
y en particular podemos eliminar el } 7, del denominador:

C=) (mx+ny), S=) (xiy2—yix).

Incluyendo pesos para cada punto:

C= Zp(xle + ylyz), S= ZP(X1y2 — y1x2), (12.11)

que junto con (12.10) dan la solucién para el giro.

Solucién completa

cosa —sina
(X2 —Gp) = AR(X1 — Gy), R= (sina e a) (12.12)
Sin pesos:
GZ:ZPZ, 61221’1,
n n
5 - | 2(x2x2 + o)
Ll + )’ (12.13)
C =) (x1x2+v1v2), =Y (vy2 —y1x2),
corants sina— >
VCZ 32’ VCZ s
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Con pesos:

(03,);, = (3 +Ajet),,  pi=1/(03,),
Y pP Y pPy
G = Y~ G - 7

S " T oy

A — L p(x2x2 + yay2) ) (12.14)
Lp(ax: +yiy)

C=) plxix2+y1y2), S=Y plxy2 —yix2),
C S

coso = ———, sina = ——.
VCZ 482 VC2 482

La solucién con pesos se aplica cuando las precisiones varian de un
punto a otro. Por tanto no es necesario aplicar pesos si 01 # 0 pero
para todos los puntos los valores son iguales. La férmula para el peso
sigue siendo vdlida y se puede emplear también cuando o, = 06
o = 0.

La solucién minimo cuadratica rigurosa es bastante mds compli-
cada y la diferencia es insignificante (estard comprendida entre los
valores anteriores de A y X' y de a y &), asi que no hay ninguna ra-
z6n para emplearla. Recordamos ademads que el estimador minimo
cuadraético se aplica muchas veces porque es el més facil, no porque
las observaciones se ajusten exactamente a las hipétesis. Ademads, en
este caso, segin como se planteen las hipétesis acerca de las precisio-
nes a priori en uno y otro conjuntos de puntos la solucién minimo
cuadrética rigurosa puede ser la expuesta en las férmulas anteriores.

Interpretacion del parimetro T' y su precisiéon

Vamos ahora y en las siguientes secciones a obtener las precisio-
nes de los pardmetros de la transformacién y del transformado de un
punto seglin esos parametros

En la férmula de la transformacién de (12.12) aparecen dos trasla-
ciones, pero no son independientes ya que hay infinitas parejas equi-
valentes. Por lo tanto no se pueden tomar ambas como parametros.
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Podemos interpretar sus valores de dos maneras: Una de ellas con-
siste en tomar el punto G; como fijo, lo que quiere decir que si se
ha obtenido, por ejemplo, G; = (20,10), entonces en la férmula de
la transformacién G; lo definimos como el punto (20,10), no como
el centro de gravedad ponderado de los puntos del conjunto 1. En-
tonces en el miembro de la izquierda tenemos X; — T2, y T se ob-
tiene mediante (12.4) y coincide con Gy, ya que }_ p(P; — (10,20)) =
(0,0). Si repitiésemos las observaciones entonces ya no se cumpliria
Y. p(P1 —(10,20)) = (0,0) y T» seria distinto de G,. La otra inter-
pretacién es la contraria, que supongamos como un punto fijo en la
férmula los valores obtenidos para G, y entonces el pardmetro es Tj.

La segunda interpretacion se ajusta mejor a la definicién que adop-
tamos de los parametros de la transformacién, aunque no se cumple
o1, = o1. La razén estd en el significado de T. Cuando empleamos
este parametro no existe T, y entonces la rotacién y el escalado, que
se aplican a los puntos Py/, tienen por origen el origen de coordena-
das del sistema 2, y puesto que son lo tltimo que se aplica, los puntos
resultantes Py» quedan ya ajustados a los puntos P». Si los puntos del
conjunto 2 estan muy alejados del origen, entonces un giro o un esca-
lado equivale en la zona de los puntos casi a una translacién, por lo
que antes de su aplicacién los puntos Py: estdn bastante separados de
su posicion final Py». Entonces, incluso aunque P; y P; casi coincidan,
la traslacién T’ puede ser un valor muy grande simplemente para des-
plazar el conjunto P; a la posicién Py, adecuada para que tras aplicar
AR los puntos vayan a su posicion correcta (cf. el ejemplo correspon-
diente en el libro de ejercicios). Debido a este comportamiento, una
variacién pequefia en las observaciones que causase una variaciéon
también pequeria en los valores ajustados A y «a, podria dar lugar a
una variacién grande de T'. Esto significa que la precisionde T'y de T
es muy mala (valores de o7, y o7, grandes) y que la traslacion esta
muy correlada con el factor de escala y el d&ngulo de giro (valores de
0T, etc. también grandes). En consecuencia la precisiéon de T no in-
teresa realmente, porque no tiene ningtn significado ttil. Todo esto
no ocurre si tomamos T, = Gy, y por ello el concepto de precision
en la traslacion viene expresado mediante la precision de Ty. Asi, la
transformacién queda

(X2 = G2) = AR(X; — Ty),

en donde G; se debe interpretar como una constante dada. Sabemos
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12 Transformacion de semejanza plana

que para el conjunto de observaciones de que disponemos T = Gy,
pero no por ello deja de ser un parametro; simplemente sabemos de
antemano cudl serd su resultado, al igual que ocurre con el valor ajus-
tado para un conjunto de medidas de una misma magnitud, que sabe-
mos que serd la media aritmética. Podriamos tomar ademds G; como
un punto dado, y en lugar de (X; — Ty) tener (X; — Gy — Ty, ), y serd
Ta1 = (0,0). Simplemente se trata de un desplazamiento en el para-
metro Ty, asi que ambas formas son equivalentes.

Precision de los parametros de la transformacién

La precisién de los pardmetros se puede obtener a partir de las
ecuaciones (12.13), pero es algo laborioso porque A y o dependen de
los valores r y 6, que a su vez dependen ambos de G; y Gy, y por
otra parte es facil equivocarse en el célculo de o7, . Calcularemos en-
tonces la precisién mediante la matriz N del método de minimos cua-
drados. Aunque no hayamos empleado ese método para calcular los
pardmetros, puesto que la diferencia respecto a la solucién obtenida
es totalmente despreciable, podemos calcular las precisiones como si
hubiésemos tomado la solucién minimo cuadrética.

La solucién minimo cuadratica sin ningtin conjunto de puntos fijo
vimos que es equivalente al caso en el que los puntos del sistema 1 son
fijos, sin mds que sustituir o, por 05, = /(03 + A%0?). Las derivadas
parciales son las de la pagina 127, con x, e i, en lugar de x, e y». Las
derivadas se evaltian en los valores aproximados. Tomaremos como
valores aproximados de P; los propios valores observados, y T1g =
Gy, Ao = Ay a9 = a. Entonces Py; = AR(P; — Gy), por lo que el
centro de gravedad de los puntos Py es también (0,0), y ademads se
cumple

1
Py = XRTPZ,O ;
es decir,

1 .
xy = —(cosaxyg+senayy,), Yy = X(_ sin o xy g + cos a o).

> =

Estas relaciones permiten expresar de manera mas simple algunos
elementos de la matriz N:
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12 Transformacion de semejanza plana

(Zp) 3 0 XY pxy —ALpxy
(Zp) N XY pyr AL pyr
ZPY%O 0
1 2
3 L Py

Se cumple ) pxy =0y Y py1r = 0. Entonces la matriz N es diago-
nal y su inversa es inmediata. Podemos sustituir sin error apreciable
190 por ry. Siademds tomamos 1/p = %22 entonces 0y = 1,y se obtiene

O S 1 —
R TN W =
502 + 07 1
Uz_a_i_ 111
BRI AT ST A

95, 75

Estas son las varianzas de los valores ajustados. Las que intere-
san son las de los valores reales, pero sabemos que en el estimador
minimo cuadratico ambos conjuntos coinciden. La precisién de A in-
teresa en proporcion a si misma, es decir, o/ A. Es lo que multipli-
cado por 10° se llama precisién en partes por millén. Finalmente, la
traslacién T se efecttia lo primero al pasar del sistema 1 al 2, por lo
que su desviacion tipica esta en unidades del sistema 1. En unidades
del sistema 2 es la misma multiplicada por A, y vemos que es igual
a la desviacion tipica que tendria T3 si G; fuese un punto fijo y T el
pardmetro. Entonces ambos valores son iguales, y en definitiva pode-
mos decir que la precisién de cualquiera de ellos es la precisién de la
traslacion.

(% ! (% !
T T’ T = T’
— Lo
o 1 1 (12.15)
0‘0( —~ > — -

Si ademas todos los puntos tienen el mismo valor de 7 asi como de 0,
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12 Transformacion de semejanza plana

entonces también son constantes 03, y 05,, y en ese caso

1 \/E 4 2 \/% 4
N o, (12.16)

_7:\/27%:\/27@

Precision del transformado de un punto

Las variables (Tyy, Ty, o, A) son independientes, por ser la matriz

N~! diagonal. Entonces la precision del transformado de un punto
X1 de coordenadas libres de error es muy facil de obtener:

ox 915 \?
- 2 2 2 2 _
(sz = <_8T1x> TlY R ( a/\ ) 0’7\ =

2
= N0 +yrtox+ el 0% = 0%, +130%,

)\2
y entonces
U = 0y = 03, + 150 (12.17)

Si transformamos un punto X; a X; simplemente hay que cambiar 2
por 1 en la expresion.

Si el punto X; no es perfecto entonces serd igual al punto exacto
maés un cierto error, y el error en X, serd la suma del error al transfor-
mar el punto exacto més el error en X; transformado. La varianza de
la suma de dos variables independientes es la suma de las varianzas,
asi que

2 4 2,2
(o, T30k 0
Yy, x, = ( 2 0 ‘TT + 1202 + MREx xR (12.18)

Esto no es de aplicacién a los puntos del conjunto P, ya que los pa-
rdmetros de transformacion se han obtenido a partir de estos pun-
tos y entonces el error en aquellos no es independiente del error en
los puntos. No obstante, si el nimero de puntos empleados para cal-
cular la transformacién es muy grande podemos admitir que si son
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12 Transformacion de semejanza plana

independientes. Una vez obtenida la precisiéon de un punto Py~ la de

P, se obtiene promediando las matrices de varianzas de ambos. De

todos modos la precisién de los P no es algo que suela interesar.
Sioy = 0y1 = 01y 0311 = 0 entonces

U = 0y = 0%, + 1505 + N0t (12.19)
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13 Otras transformaciones
de coordenadas

Semejanza espacial. Rotacién

La transformacién de semejanza en el espacio es en muchos aspec-
tos una extensioén de la semejanza en el plano. La férmula escrita en
forma matricial es igual, y las expresiones para Gi, Gy y A las mismas,
asi como o1 y 0. La diferencia radica en la rotacién, que ahora queda
definida mediante tres pardmetros. Una rotacién en el espacio que de-
je fijo el origen de coordenadas es un giro de dngulo « respecto a una
recta que pasa por el origen, que necesita dos pardmetros para ser de-
finida. Sin embargo una parametrizacién de la rotacién que incluya
los pardmetros de la recta no es conveniente, porque cuando el giro
es pequefio la posicién de la recta queda determinada con una preci-
sion muy mala. Existen muchas parametrizaciones posibles para una
matriz de rotacién 3 x 3. Todas ellas presentan problemas para la de-
finicién de alguno de los pardmetros si la rotacién esta préxima a una
en particular (singularidad). Para solucionar este problema no toma-
remos directamente los parametros de la matriz R como pardmetros
a ajustar, sino que haremos R = RpRp, en donde Ry es una rotacién
aproximada. La obtencién de Ry puede hacerse de diversas maneras,
aunque no vamos a extendernos aqui en el estudio de las matrices
de rotacién. Una manera muy sencilla consiste en obtener los nueve
elementos de la matriz como si fuesen independientes, mediante un
sistema de ecuaciones lineales, y tomar una matriz Ry que se apro-
xime a esos nueve valores, lo que es muy fécil. Ahora denotaremos
por Pys los puntos Ry(P; — T1). Los pardmetros a calcular son los que
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13 Otras transformaciones de coordenadas

definen la matriz Ry. Basta tomar cualquier parametrizacién que no
de problemas para rotaciones pequeias.

En particular, si Ry es muy pequeria, es decir, muy préxima a I (y
sino es asi podemos iterar), muchas parametrizaciones son el primer
orden

1 —x ¢
K 1 —w]. (13.1)
—¢ w 1

Esto corresponde, en primer orden, a pequerios giros de valor w, ¢, «
respecto a los ejes x, y, z respectivamente (tratdindose de una aproxi-
macién de primer orden y valores de los giros pequefios el orden de
los giros es indiferente). La eleccién de los signos es consistente con
la definicién que tomamos para la matriz de rotacién de dos dimen-
siones. Con esta parametrizacion tenemos

X = /\(xll — Ky + (ler>,
Yy = /\(yl/ —wzy + KXl/), (132)
Zqm = /\(le — QXxq + wyl/).

Seria deseable una divisién del segmento J, en componentes ta-
les que cada pardmetro modificase una de ellas pero no las demads,
como hicimos en dos dimensiones. Esto es imposible ya que en tres
dimensiones las componentes deberian ser tres, y sin embargo tene-
mos cuatro pardmetros. La variacion en un punto Py~ debida a uno
cualquiera de los parametros de la rotacioén es tangencial, y en conse-
cuencia se mantiene la independencia de A respecto a la rotacién, y su
valor ajustado viene dado mediante la misma férmula que en el caso
bidimensional. El ajuste de los parametros (w, ¢, k) debe hacerse en
conjunto.

Célculo de los parametros de la rotacién

Los valores ajustados de (w, ¢, k) serdn los que minimicen ), p&tzz.
En primer lugar tenemos que encontrar una expresion para dt,, que
no es tan sencillo como en dos dimensiones. Calcularemos la longi-
tud del segmento mediante las coordenadas de sus extremos. De esta
manera estaremos empleando como &, la cuerda en lugar del arco, lo
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13 Otras transformaciones de coordenadas

que podemos hacer ya que en la aproximacién 63 ~ (5,22 + 5t22 pode-
mos entender dt, como el arco o la cuerda indistintamente.

Un extremo del segmento es Py y el otro 2Py = Pyw. Podriamos

& 2y Rl 1

tomar J;, desde Py» en lugar de P,. Empleando este ultimo, es decir,
los radios 7, llegaremos igual que en dos dimensiones a una férmu-
la en la que aparece r3, que sustituiremos por r,r1. Las coordenadas
deP 1/ SON

;
Xqym = ﬁ(x:l/ — Ky + @zy1),
yim = 2 (yr — wzy +xxy),

—_In
Zym = E(le — Qxy + wyl/).
Hay que minimizar (532, que es la suma de los cuadrados de sus com-
ponentes. La expresién de estas componentes en forma matricial es la
siguiente:

2
Xor — Xqm Xor — Exl’ ry 0 Zy/ —Y w
n
Yor — Yo | = | Yor — Eyl/ — 7”_ —Zy 0 X1/ ¢
Zor — Zpm Zyr — %le 1 Yy — X1/ 0 K

Y puesto que hay que minimizar la suma de los cuadrados (con los
pesos p), se trata de una estimacién minimo cuadrética. Tras operar
obtenemos las matrices

2.9 | 2 o o
Yp3(yp +2z) —Lppxvyy  —Lpjzvxy
L 2 2 ! %
_ r 502 2 r
N = —Zpéxyyw Zpé(zl/ +x7)) —Zpéwzl/ ,
1’2 72 1,2 5 5
_Zpézl/xl/ _Zpéyl/zl/ Zpé(xl/ +y7)

n
Yy (yrzy — zvy2)
AL = | LpR (zvxy — xpzy)
n
Yp# (xvyy —yrxy)
En lo sucesivo, para mostrar matrices como estas de manera mas
clara escribiremos el signo de sumatorio y el peso fuera de la matriz,

entendiendo que afectan ambos a todas las componentes de la matriz.
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13 Otras transformaciones de coordenadas

Para que la expresién del resultado sea simétrica respecto a los
conjuntos 1" y 2’ sustituimos 3 por r172, lo que en la matriz ATL equi-
vale a eliminar r,/r1, y en la matriz N a escribir /71 en lugar de
r3/73. En esta tltima es necesario ademds realizar una pequefia mo-
dificacion:

(x1xy +y1yar), ete,

1%

22 4 2)
1

r

2 ~ ~ ~
r—Xy]/l/ ~ xllyz/ =~ xz/yll ~ (x1/y2/ +y1/x2/), etc.
1

NI~

Estas aproximaciones son posibles porque la rotacién Rp es pequeria
y las componentes xy1/, ¥1/ y zy/ son casi proporcionales a xy/, Yy v
zyr. Para estas dltimas podriamos escribir xp, etc. pero mantenemos
el superindice por simetria y porque como veremos mas adelante los
puntos Py también pueden incluir una rotaciéon. Con estas modifica-
ciones las matrices quedan

(yllyz/ + 21/22/) —% (xllyZ/ + ]/l’xZ’)
N = Zp —% (X]/y2/ + yl/xz/) (21/22/ —+ xl/xz/) e |y
—% (Zl/.X'2/ —+ X1/Z2/) —% (y1/Z2/ + leyz/)
(133 a)
y1122/ — leyzl
AL = Zp Z11 X1 — X1 Zyr |- (13.3b)

X11Yor — Y1/ X1

y la solucién es N~1ATL.

Si los elementos fuera de la diagonal fuesen cero la estimacion de
cada pardmetro w, ¢, x, que recordemos que equivalen en primer or-
den a pequefios giros, serfa independiente e igual a una estimacién
bidimensional, empleando en cada caso el par de coordenadas co-
rrespondiente. Para estimar el angulo x, por ejemplo, dado que este
parametro no modifica las coordenadas z (cf. las expresiones (13.1) y
(13.2) z), para la estimacién de ese dngulo aisladamente se emplearian
tnicamente coordenadas x,y como si la coordenada z no existiese, y
seria:

S = Zp(xllyz/ - ylrle), C= Zp(xlrle +y1/y2/),‘
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13 Otras transformaciones de coordenadas

S
VCZ+8$%

Puesto que el angulo x serd muy pequeiio vVC2+S? ~ C, y de ahi
sink ~ S/C = tanx, que es el valor que se obtiene si los elementos
de fuera de la diagonal de N fuesen cero.

Se puede buscar una matriz R; tal que Py, = R (P; — G;) cumpla
Y pxpyy = 0, etc. Entonces podemos hacer Ry = R IR, (de donde
calculamos Ry), y entonces

sink =

Ry(Py —Ga) = RpR;(P1 = Gy), Py =RpPy.

La matriz Rp no es la misma que antes. Seguird siendo una rotacién
pequefia y podemos suponer de cara a la matriz N que se cumple
también Y pxyyy = 0y ¥ pxy:xpy1y» = 0 (se cumpliria exactamen-
te para Ry = 0 si las coordenadas no tuviesen error).

De todos modos esta descomposicion tiene pocas ventajas desde
un punto de vista practico. Hasta cierto punto las matrices R; y Ry
son a las rotaciones lo que los puntos G1 y G, a las traslaciones, pe-
ro sélo hasta cierto punto. Dependiendo de la forma del conjunto de
puntos P no es raro que estén muy indefinidas; es decir, que matrices
muy alejadas de R; pueden seguir dando lugar a unos valores muy
pequerios para los sumatorios ) pxy/yyr = 0, etc., y en consecuencia
una variacién muy pequefia en las coordenadas de los puntos puede
dar lugar a variaciones muy grandes de la matriz R;. Por esa razén no
se puede definir R, de manera andloga a Ry, ya que la rotacién Ry po-
dria no ser pequefia. Hay que obtener R; a partir de R; y una Ry, como
hicimos. Por otra parte, la independencia de los valores w, ¢ y k no
simplifica el calculo de las precisiones de los puntos transformados,
porque posteriormente hay que aplicar R] (6 R] si transformamos en
el otro sentido), y la matriz Xx,x, (6 £x,x,) deja de ser diagonal.

Construccién de una matriz Rp exacta

Una vez calculados los pardmetros w, ¢ y x conviene construir
la matriz Ry mediante una parametrizacién exacta de una matriz de
rotacién, para que la matriz R = RaRy resultante sea exactamente
una matriz de rotacién. Esto es imprescindible si todavia se va a ha-
cer alguna iteracion mds. La parametrizacién escogida ha de ser en
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13 Otras transformaciones de coordenadas

primer orden igual a (13.1) para que la introduccién de los pardme-
tros (w, ¢, x) calculados tenga sentido. Mostramos aqui una que no
incluye razones trigonométricas ni raices cuadradas.

1
W Y e e
1—3p(¢* +62)  —pr+ Lpwe pe + 3prw
R=| pr+ipwp 1-3p(®+w?) —pw+ippr | =
—p¢ + 3prw pw+gppr 1= ip(w? +¢?)
1 —px pp —(¢? +«?) we Kw
pK 1 —pw +g we — (k2 + ¢?) Px
—pp  pw 1 Kw ¢ic —(w? +¢?)

(13.4)

Descomposicion planimétrica / altimétrica

La situacién mds comun en el calculo de una transformacién de
semejanza tridimensional es que el conjunto P sean puntos sobre la
superficie terrestre, y los valores (z — z¢), ya sea en el sistema 1 o
en el sistema 2, sean muy pequefos en comparacion con (x — x¢) e
(¥ — yg). Los giros w y ¢ suelen ser por ello también muy pequefios,
y entonces para obtener Ry sélo hay que calcular un giro en el plano
mediante las coordenadas (x, ). Si ese giro lo llamamos «j, entonces

coskg —senky 0
Ry = | senkg coskyg O
0 0 1

En estas circunstancias es habitual separar el cdlculo de la transfor-
macién en una parte planimétrica y otra altimétrica. En primer lugar
se calcula una transformacién bidimensional mediante las coordena-
das (x,y), ignorando la coordenada z. El factor de escala que se ob-
tiene se toma como el de la transformacién tridimensional, lo que es
posible ya que los valores de las distancias al centro de gravedad sin
considerar la coordenada z difieren poco de las distancias correctas.
Se obtienen los valores sinky y cosky como se vio y en funcién de
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ellos la matriz Ry. Posteriormente se calculan z¢1 y zg y se aplica el
giro a las coordenadas (P; — Gy), obteniendo Py,. Dado lo pequefio
de los valores (z — zg), los elementos 113 = n3; y ngs = nzp seran
proximos a cero, lo que se aprovecha para calcular w y ¢ de manera
independiente de . Entonces se obtiene el 4ngulo « exclusivamente
mediante las coordenadas (x,y), de modo que su valor es ya kg (es
decir, en R, se tiene k = 0). Finalmente se calculan w y ¢.

Esta que hemos descrito es la aplicacién correcta del método de se-
paracién de planimetria y altimetria, pero la realidad es que por des-
conocimiento del método se suelen emplear soluciones que no son
maés que la obtencién de unos valores aproximados, en especial para
w'y ¢,lo que no es en absoluto aceptable. Por otra parte, esta division
del ajuste en planimétrico y altimétrico era ttil cuando habia que efec-
tuar las operaciones a mano, pero hoy en dia es parco el beneficio, ya
que los tinicos ahorros en célculos son: I) Se obtienen los valores de r
sin necesidad de calcular z?, y I1) Hay que invertir una matriz 2 x 2
en lugar de una matriz 3 x 3.

Precisiones

La matriz de varianzas de los parametros (w, ¢, ) de RaRg (que
son los de Rp) es %Nfl y la precisién de un punto transformado es la
siguiente:

T i R ~1AT | 32 T
szxz = O'—I—ZI + 2| y?yz + AN A+ A RZX1X1R ;
2/

A2 xz yz 7
0 Zyr - —Yor 1 0 zZ1r —Yy
Az = —Zy! 0 Xy |, Al = XAZ = —Z1 0 X1/
Yo  — Xy 0 Yy —Xy 0

Afinidad
El siguiente tipo de transformaciones que vamos a estudiar son las

transformaciones de afinidad. A la hora de calcular son con diferencia
las més faciles. La expresion es:

X; = (‘CI Z) X1 —T). (13.5)
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Por las mismas razones que en la semejanza es mejor calcularla como

(X2 —G) = <i Z) X1 = Gy).

Es un problema lineal, y mas atin, las ecuaciones de 5X2 son total-
mente independientes de las de J,,, ya que

5"2 = Xpr — (ﬂxll + byll),
Oys = Yo — (cxyr +dyy).

Y se pueden realizar dos ajustes independientes. Al igual que en la se-
mejanza no trabajamos con los residuos originales v; y vy, sino con &,
la minimizacién de cuyos cuadrados es equivalente si tomamos los
05, adecuados: ng = 03 + A%¢?. El valor de A lo podemos obtener
mediante la férmula vista para la semejanza.

Aunque el problema sea lineal conviene ajustar por el método ge-
neral tomando valores aproximados, para que el resultado no sea
muy sensible a pequefias variaciones en los elementos de la matriz
N. Se pueden calcular los valores aproximados, bien mediante tres
puntos, lo que da una solucién tinica para los pardmetros, o bien cal-
culando el giro y el factor de escala como si fuese una semejanza,
y tomar como matriz aproximada AR, siempre que la desviacién de
la afinidad respecto a una semejanza sea pequefia. Con pardmetros
aproximados,

Oxy = X — (xya0 + yrbo) — (x1/Aa+ yyAb),
Oys = Yo — (xyco + yrdo) — (x1Ac + yrAd).

La solucién es
<ﬂ) _N-! (ZPxVLx)I (c> NN <pr1’Ly>,
b L pY1Lx d Lpyrly
Xz X1/ X1
N = < 10O
ZP <x1/x1/ y%, )

La extension a tres dimensiones es inmediata.

(13.6)
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Descomposicion de una afinidad

Una matriz de una afinidad (es decir, una matriz invertible cual-
quiera) se puede descomponer en giro, factor de escala y una com-
ponente afin, entendiendo por esta dltima una transformacion lineal
que no produce ningun «giro total» ni ningtn «escalado total». En el
plano es:

_ [cosyp —siny 1T /1+a B .
A R_<sin1/) coqu)’ B_K( B 1—04)’

A=+V1—-a2—p (13.7)

Segtn el orden de aplicacion de la afinidad respecto al giro hay
dos posibilidades:

A = ARB: A=|A[Y2, = arctan :J_r_d’ N
13.
B e f— 2(ab+dc) (135)
(a+d)?24+(c—b)2" " (a+d)2+(c—b)?’
y la otra,
A = ABR: A= |A|Y? 1/J:arctanﬂ
' ’ a+d’ 139)
a* —d? + b — 2 2(ac + db) '

@t P02 P=ararscve

Solucidn rigurosa en casos extremos

Si una afinidad tiene una componente afin considerable, entonces
la minimizacién de ¥ pé2 ya no es equivalente a la minimizacién de
los cuadrados de los residuos. No obstante la diferencia no es signi-
ficativa, salvo tal vez cuando el ntiimero de puntos es muy pequefio
(4-6). Si queremos una solucién rigurosa, entonces

Z55s = IxgXp + AZx X, A (13.10)
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Las variables 4y, y dy, ya no son independientes, y se trata enton-
ces del caso general cuya solucién se vio en el capitulo 8. La nueva
expresion para el centro de gravedad es

-1
(Z Z,s_zﬂz) Y. 255 Pa, (13.11)

y andlogamente para el conjunto 1. Es fundamental que ambos cen-
tros de gravedad se calculen con pesos correspondientes; es decir, el
mismo peso pero transformado al otro sistema. Por ello se emplea
Y55, para promediar los P, y obtener G, y ¥, 5, para promediar los Py
y obtener G;. No se puede emplear Xp, para el conjunto 2 y X1; para
el conjunto 1.

Si por alguna razén queremos la solucién rigurosa pero no desea-
mos trabajar con variables que no son independientes, se pueden
emplear los residuos originales vy, vy1, vx2 ¥ vy2, tomando entonces
los parametros (T, Ty, a,b,c,d, x11,Y11,---, Xn1,Yn ). Sin embargo pa-
ra conjuntos de puntos grandes es mucho menor la complicacién de
tener que emplear la matriz ¥5,5, que la de considerar tantos parame-
tros, que aumentaria enormemente los calculos necesarios.”

Transformaciones en general

Cualquier otra transformacién que se pueda presentar quedara
definida mediante un conjunto de pardmetros (a3, ..., 4, ), en funcién
de los cuales se escribe X; a partir de Xj. Se puede siempre minimizar
los vectores d,, con la consiguiente reduccién en el niimero de para-
metros. Si la transformacién conserva los dngulos (aunque sea sélo
aproximadamente), tendrd en cada punto un factor de escala local,
Ax. Si estamos trabajando en dimensién d,

d 0Xp;
Ax =+/|Ax|, Ax= ax? . (13.12)
/X

En donde x; es la componente i del punto X; es decir, x; = x, xp = y

y x3 = z. Para cada punto X calculamos ng con el valor Ax. Si la

“Se pueden emplear métodos de inversi6n para la matriz N que tengan en cuenta
su estructura particular, con muchos bloques de ceros, y efectuar sélo las operaciones
necesarias, pero equivale a eliminar los pardmetros coordenada obteniendo las matri-
ces X;,5,; es decir, lo mismo que emplearlas directamente.
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13 Otras transformaciones de coordenadas

transformacién no conserva los dngulos entonces hay que emplear
(si queremos la solucién rigurosa) la expresion mas general

Tirsy = ToX T AZx AT, (13.13)

siendo A la misma matriz que antes.

El caso de conservacién de angulos (a efectos de varianzas, es de-
cir, puede ser aproximado) es el de transformaciones que son iguales
a una semejanza o un giro mas pequefias componentes de distorsién
o error. El de no conservacién de angulos suele presentarse cuando
hay que calcular los pardmetros entre una imagen «poco o nada de-
formada» y otra «muy deformada», como por ejemplo entre un mapa
y una imagen de satélite, o cuando interviene una imagen muy obli-
cua, por la razén que sea.
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14 Cambio de los paré-
metros fijos, I: Puntual

Cada vez que como resultado de un ajuste se den precisiones para
la posicién de unos puntos, dichas precisiones dependen mucho de
como se haya definido el sistema de coordenadas, pues las coordena-
das de los puntos estdn referidas a ese sistema y por ello los valores
de precisién que resultan son los de las coordenadas de cada punto
respecto al sistema definido de tal forma.

Se puede cambiar la definicién del sistema de coordenadas y con
ello los valores de precision que resultan. La manera maés facil de vol-
ver a calcular las precisiones es formar de nuevo la matriz N, elimi-
nando de la matriz A las columnas de los nuevos pardmetros fijos y
anadiendo las que se habian eliminado, es decir, las de los parametros
que se habfan tomado como fijos y que ya no lo son. Pero es posible
que ya no dispongamos de la matriz A. Es posible incluso que la ma-
triz A nunca se haya llegado a almacenar; nétese que para el célculo
del ajuste no es necesario guardar los valores de esta matriz, pues
cada vez que se obtiene una fila pueden multiplicarse sus elementos
entre si y sumar los resultados a las posiciones respectivas de las ma-
trices N y ATL. En este capitulo se verd cémo es posible cambiar la
definicién del sistema y obtener las nuevas precisiones a partir tinica-
mente de la matriz N~1.

Precisién respecto a un punto

Empezaremos por el caso mds facil: la obtencién de la precisién
de los puntos respecto a uno cualquiera en concreto. La precisién de
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14 Cambio de los pardmetros fijos, I: Puntual

un punto respecto a otro es la precisién en la diferencia de sus coor-
denadas. Asi por ejemplo, la expresién que da las diferencias en las
coordenadas de cinco puntos respecto al cuarto de ellos, escrita en
forma matricial es:

X1
X 100000 -1 00 0\]|Y
Y1 01 0 0 0 O 0 -1 0 O X5
X5 0 01 00 0 -1 0 0 O Y>
Y[ |0 001 0 O 0 -1 0 O X3
X3! |00 0 O0 1 0 -1 0 0 O Y3
Y; 000001 0 10 0|]x,
Xs 000000 -1 010]|][y,
Ys {4} 0 000 0O 0 -1 0 1 i((i

El subindice {4} significa que todas las coordenadas del vector son
respecto al punto 4.
Escribimos esta relacién en forma matricial:

X(g = AX.

Queremos obtener las regiones de confianza para las variables Xyy4.
Se trata entonces de un problema normal de transmisién de varianzas
y las regiones de confianza buscadas vendran dadas por las varianzas

. T
ZX{4}X{4} = AXxxA'.

Pero hay que tener cuidado en la formacién de la matriz A. Sus
columnas se deben corresponder exactamente con las filas de Zxx. Si
alguno de los puntos se tomé como fijo no existird en la matriz Xxx
y habra que eliminar sus correspondientes columnas de la matriz A.
Si por ejemplo los cinco puntos proceden de un ajuste en el que se
tomaron como fijos el punto 1 y la coordenada X del punto 2, esas
tres columnas se eliminardn de la matriz A. En segundo lugar, las co-
lumnas de A deben estar en el mismo orden que las filas de xx y
esta tltima no puede incluir pardmetros que no aparezcan como co-
lumnas de A. Si existen tales pardmetros deberd extraerse la subma-
triz de Xxx formada por las filas y columnas de los pardmetros que
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14 Cambio de los pardmetros fijos, I: Puntual

interesan, o bien incluir columnas de ceros en la matriz A. Continuan-
do con la suposicién de que eran fijos el punto 1 y la coordenada Xp
la matriz A sera

0 00 -1 0 00
0 00 0 -100
0 00 -1 0 00
A— 100 O -1 00
010 -1 0 00
001 0 -100
0 00 -1 010
000 0 -1 01

Siademads la matriz Yxx incluye las desorientaciones de los cinco pun-
tos, deberd eliminarse sus filas y columnas de la matriz y emplear so-
lamente la parte de coordenadas. Se muestra un ejemplo en el libro
de ejercicios.

Dos puntos fijos

Vamos ya a abordar el problema de un auténtico cambio en la de-
finicién del sistema de coordenadas. Puede suceder por ejemplo que
en un ajuste se hayan tomado como fijas las coordenadas de un pun-
to 1y la coordenada X de otro punto 2, se haya obtenido la matriz Xy
(es decir, 0(ZN 1) y estemos interesados en la precisién de los puntos
en un sistema que quede definido por las coordenadas y desorien-
tacion del punto 11, o por las coordenadas de 11 y la coordenada Y
de 12, etc.

El problema es mas complejo que la simple obtencién de preci-
siones respecto a un punto porque al intervenir varios puntos ya no
es suficiente con efectuar una resta. Lo resolveremos primero para la
situacién en la que el sistema queda definido mediante las coordena-
das de dos puntos. Esto es lo que sucede cuando solamente se han
medido dngulos. Para plantearlo vamos primero a analizar en detalle
el caso precedente. Restar a todos los puntos las coordenadas de uno
de ellos, de 4 por ejemplo, supone llevar toda la figura a un sistema
en el que las coordenadas de 4 son fijas, en concreto (0,0). Podrian
haber sido otras cualesquiera, por ejemplo (1000,500). En ese caso la
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transformacion a aplicar a todos los puntos serfa
(X, Y) 4y = (X,Y) — (Xq, Yg) + (1000, 500).

Sumar el punto (1000,500) es una traslacion constante que no afecta
a las precisiones.

Ahora lo que se pide es que dos puntos sean fijos, digamos A y B.
Hay que plantear entonces la transformacién que lleva los puntos A
y B a dos puntos de coordenadas fijas, por ejemplo (0,0) y (1000, 0).
Dicha transformacién es una semejanza: traslaciéon, giro y escala. Co-
mo queremos conservar la escala de la figura deberemos escoger co-
mo segundo punto uno que esté a la misma distancia de (0,0) que B
de A. Si ésta es, por ejemplo, 1037,64 m, se tomara para B el punto
(0,1037,64), que podemos redondear a (0, 1040).

No es ninguna barbaridad modificar 2 m una distancia para re-
dondearla si atendemos al problema que nos ocupa. No queremos
obtener las coordenadas de todos los puntos en un sistema defini-
do por unas coordenadas fijas para A y B, sino simplemente obtener
cudles serian las precisiones en ese sistema. Desde luego que las pre-
cisiones no van a cambiar mucho por pasar de 1038 a 1040. Ademas
hay una buena razén para tomar un valor distinto del exacto como
en seguida se vera.

De esta manera la direccién A-B se lleva al eje X. Estd bien si es
eso lo que queremos, pero ahora lo que nos interesa es mantener las
coordenadas de los puntos y solamente cambiar la definicién de cua-
les son fijos. Hay pues que restituir la direccién de esa linea, de lo
contrario obtendremos las elipses giradas. Entonces llevaremos B a
unas coordenadas B — A, que podemos redondear. Supongamos por
ejemplo

B — A = (1013,25,223,64) ~ (1010, 220).

La transformacién que lleva A y B a los puntos (0,0) y (1010, 220)

respectivamente es
X\ _(a =b\ (X—Xa
W)-=G)6x) e

para unos valores a y b que hay que calcular. No hay una traslacién
final porque queremos que el punto A se transforme en (0, 0).

Por supuesto que por haber elegido el punto (1010, 220) como B —
A ya sabemos que a y b van a ser 1 y 0, es decir, que no hay escalado
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ni giro. Pero la cuestién no es obtener 4 y b como niimeros sino su
expresion en funcién de las coordenadas de A y B. Hay que calcular
la transformacion que transforma A y Ben (0,0) y (1010, 220) fueren
cuales fueren las coordenadas de esos dos puntos. Por eso hay que
obtener los pardmetros de la transformacién en funcién de las «letras»
Xa, Ya, Xp e Y. Una vez obtenidos hay que continuar con las letras
para calcular las derivadas parciales y obtener la matriz A. Sélo en
ese momento se sustituyen por sus valores.

Por esta misma razoén la transformacion incluye en general un
factor de escala, aunque sepamos siempre de antemano que va para
nuestra eleccién de coordenadas va ser 1. Esto es algo en todo andlo-
go a lo que ocurria en el cap. 12, cuando ya sabiamos que por elegir
los centros de gravedad la traslacion iba a ser cero. Ello no es 6bice
para que siga siendo un parametro.

Ocurre lo mismo pero de forma més sencilla cuando queremos las
precisiones respecto a un punto como en el caso anterior. En ese mo-
mento restamos a todos los puntos las coordenadas del punto 4. Si
quisiésemos mantener las coordenadas en su sitio y solamente cam-
biar la definicién del punto fijo habria que desplazar todo para volver
a llevar el punto 4 a su sitio, por lo que al final no hay que restar nada.
Pero serfa un error interpretar que la ecuacion consiste en restar (0,0).
Si las coordenadas de 4 son por ejemplo (118.21,2884.92), la ecuacién
que cambia la definicién del punto fijo y lo lleva a 4 y ademds mantie-
ne los puntos en su sitio es

(XYY = (X,Y) = (Xq,Yyq) + (118,21,2884,92).

Hay que reconocer que es ciertamente dificil al principio distin-
guir qué es lo que ha de tomarse como un pardmetro y qué no es mas
que un simple nimero. Es por esto que se apunté antes que es me-
jor redondear las coordenadas a las que se llevan los puntos, en este
caso A y B, incluso aunque las tomemos iguales a sus propias coorde-
nadas, para asi ver claramente que se trata de un ntimero y no de los
pardmetros «coordenada de A» o «coordenada de B». Ayuda también
llevar uno de los puntos fijos siempre a (0,0).

Como regla general recuérdese que las coordenadas exactas de
los puntos nunca aparecen como ntimeros en la férmula. Si hemos
redondeado, claro.

El objetivo del desarrollo que estamos llevando a cabo es llegar
a obtener los elementos de la matriz A. Estos serdn siempre ntime-
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ros en cada problema concreto. Como ahora queremos obtener una
expresion general para esos elementos que se pueda aplicar a cada
caso concreto sin mds que sustituir, al igual que hicimos en su mo-
mento cuando hallamos las derivadas de las ecuaciones de lectura y
distancia respecto de las coordenadas de los puntos, cuando hayamos
llegado a esas expresiones volveremos a escribir Xg — X e Yp — Ya
en lugar de (1010, 220), pero no antes.

Hecha esta aclaracién obtenemos a y b en funcion de Xa, Ya, Xp
e Yg. Para ello sustituimos (X,Y) en (14.1) por (Xp, Yp). Segun lo que
acabamos de explicar éstos se mantienen como pardmetros, letras,
mientras que a la izquierda del igual estan las coordenadas (1010, 220)
que es el punto fijo a donde queremos llevar B:

1010\  [a —b\ (Xg—Xa
220) = \b a) \Yg-Yr/)

1010 = (XB 9y XA){Z — (YB ~ YA)b,
220 = (YB - YA)LI i (XB ~ XA)b

O sea,

Resolviendo para a y b se obtiene

1010(Xp — Xa) +220(Yg — Ya) =((Xg — Xa)? + (Y5 — Ya)?)a,
220(Xp — Xa) — 1010(Yg — Ya) =((Xp — Xa)* + (Yp — Ya)?)b;

1010(Xg — Xa) -+ 220(Yp — Ya)
T X Xa)+ (Yp—Ya)?
220(Xp — Xa) — 1010(Yg — Ya)
T X Xa2+ (Ys—Ya)?
Sea S? = (X — Xa)? + (Yp — Ya)?. Sustituyendo estas expresio-

nes en (14.1) obtenemos las expresiones para X’ e Y en funcién de los
parametros Xa, Ya, Xg € Yp:

(14.2)
b

1010(Xg — Xa) +220(Yp — Ya)
52
220(Xg — Xa) — 1010(Yp — Ya)
- o

X = X

(14.3)
Y
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220(Xp — Xa) — 1010(Yp — Y4)
52

1010(Xg — Xa) +220(Yg — Ya)
+ )

Las coordenadas X, Y’ dependen por tanto de un total de 6 para-
metros: X, Y, Xa, Ya, Xg e Yp. Hay que obtener las derivadas parciales
respecto de cada uno de ellos. Puede ser un poco largo pero no tiene
ninguna dificultad. En vez de derivar directamente estas expresiones
lo haremos en dos pasos. Primero obtendremos las derivadas dea y b
respecto de los cuatro parametros de que dependen y después obten-
dremos las de X" e Y/ a partir de esas y de (14.1). Las derivadas de a
y b son

Y = X

(14.4)

Y

da 1010 N 2(Xg—Xa)a _ 0a
X, 9 S2 T X
ong 20472(gY Ya)e gl
Yy S s? ~9Yp’
9b _ 20, 2Xg—Xa)b b
Xy, S s2 T X
ob 1010 2(Yp—Ya)b  9b
Y, 2 s? ©oYp'

En las derivadas parciales, que en cada problema concreto serdn
numeros, ya podemos escribir (Xg — X ) enlugar de 1010 e (Yg — Ya)
en lugar de 220 para obtener unas expresiones generales aplicables a
cualquier problema. También escribimos 1 por a y 0 por b. Con ello
las expresiones para las derivadas se simplifican considerablemente:

98 Xg—Xa 02 0a Yp-Y¥a %

oXa 2 aXg' 9Ya 2 aYp’
(14.5)

b _ Yg—Ya b 9 _Xg—Xa _ 0b

oXa 2 oXg’ dYa 2 9Yp’

Derivando ahora en (14.1) obtenemos para X’

X =L E
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oX’ da db
aXA*E(X—XA)—a—m(Y—YA)
Xg — X Yg—Y
= g (X = Xa) + (Y= Ya) - L,
oX' da db
Yg—Y Xg—X
— B82 A(X=Xp) — BSZ AY —Y,),
oxX’ da dab
Xg —X Yg—Y
~ BSZ A X —Xp) — BSZ AY=Ya),
ox’ da ab
aYB_E( Xa) —ﬂ(Y—YA)
Yg—Y Xg—X

Si (X,Y) no es el punto A ni el punto B el problema es totalmente
simétrico respecto a A y B, por lo que las derivadas de X’ respecto
de Xg e Yp han de ser necesariamente las mismas que respecto de X
e Y cambiando A por B. Esto lo podemos comprobar operando en
las expresiones precedentes. Asi, se llega a las siguientes expresiones,
en las que para simplificar su escritura

[1] representa XBS—72XA y [2] representa YBs_izYA.
= X =Xa) + Y= Ya) -1,
aaTX = [2J(X=Xa) = [1J(Y = Ya),
axé (14.6)
o = (X X) — (Y~ Yg) - 1,
o = X~ Xe) + (Y Yo
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y las correspondientes a Y':

aa;({; = (X = Xa) + [1](Y = Ya),
Y’
= [J(X=Xa) +[2J(Y-Ya) -1,
aa:{{é . B (14.7)
G = [X=Xp) —[L(Y - Ya),
% = —[1](X—Xg) — [2](Y — Yp) — 1.

Las férmulas precedentes se simplifican mucho en cada proble-
ma concreto porque en ellas lo tnico que es variable es X e Y. Asi
por ejemplo, para los valores que estamos empleando de B — A ~
(1013,224) quedan reducidas a

X
Xa
ax’

YA
X
9Xp
X
Y5

ay’
Xa
Y
Ya
Y
Xz
Y’
Y5

— 0,00094(X — X ) +0,00021(Y — Yp) — 1,
= 0,00021(X — X») — 0,00094(Y — Yy ),

—0,00094(X — Xg) — 0,00021(Y — Y
= —0,00021(X — Xg) + 0,00094(Y — Y

)—1,
);

= —0,00021(X — X4 ) + 0,00094(Y — Y,),

= 0,00094(X — Xa) +0,00021(Y — Yo) — 1,
= 0,00021(X — Xg) — 0,00094(Y — Yg),

= —0,00094(X — Xg) — 0,00021(Y — Yg) — 1,

en donde las coordenadas de A y B también seran constantes, a las
que hay que afiadir

N
oxX ' oY

v _
oxX

Y’
=1
Y

0, 0,

Todas estas derivadas se sittan en sus posiciones respectivas de
la matriz A. Sea por ejemplo

(Xa, Ya) = (30897,52,16 021,82),
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(Xg, Yg) = (31910,77, 16 245,46),
(Xp, Yp) = (31755,48,15 305,74).

Se obtienen las siguientes diferencias:
P — A =~ (858, —-716), P — B =~ (—155, —940).
Los ocho valores de las derivadas son, en orden,
-0,34, 085, —066, —0,85 —-085, —034, 085, —0,66.
Las filas correspondientes a Xp e Yp serfan entonces

.. —0,34 08 .. —-066 —-08 .. 1 0 ..
-0,85 —-0,34 .. 0,85 —0,66 01 ’

Los ... son las posiciones correspondientes a las columnas de los de-
mas puntos, que valen todas 0. El orden de las columnas puede ser
distinto; tiene que ser el mismo que el de filas de la matriz N~1. Si al-
guno de los 6 parametros no apareciese en la matriz N~! su columna
tampoco se incluirfa en A.

Un punto y orientacién

Veamos ahora como es la matriz A si el sistema queda definido
por tres pardmetros, esto es, cuando se permite trasladar y girar pero
no escalar. La transformacién es

X! cosa —sina) (X —Xu
(Y’) Yy (sinvc cos oc) (Y - YA) ¢ (14.8)
siendo A el punto que se fija en coordenadas.

Consideraremos dos casos segtn los pardmetros que se tomen co-
mo fijos para definir el sistema: I) las dos coordenadas de un punto y
una desorientacion o II) las dos coordenadas de un punto y una direc-
cién. El caso de las dos coordenadas de un punto y una coordenada
de otro punto veremos que conduce de manera légica al caso IL

En el primer caso el giro &« queda definido por la desorientacion
del punto, que puede ser el punto A u otro distinto. Lo llamaremos B
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en cualquier caso. Al igual que antes escribiremos unos ntimeros con-
cretos en lugar de letras para los parametros que se fijan para asi faci-
litar los desarrollos. Sea entonces 100° el valor que escribiremos para
representar Xj. El giro es

& = Xp — 100.

Como vamos a derivar habria que escribir esta ecuacién en radianes,
pero no importa porque en ambos casos la derivada de « respecto
de X es 1. Entonces

dcosa  dcosa ow

%5 oa oxg oo
dsina  dsina da  cosu
BZB o ox 823 3 ’

Y como « va a ser 0 estos valores serdn 0 y 1 respectivamente.

Los pardmetros Xa e Y no intervienen en la matriz de giro, y
como esta va a ser la matriz identidad se obtienen las siguientes deri-
vadas

X! X’ Y Y

__1 - — g
0 X ' OYa

M ~ ~1.
Xa SN

Sea cual sea las transformacién, como escogeremos los pardme-
tros de manera que los puntos se queden en su sitio, las siguientes
derivadas siempre valen lo mismo:

x X oY _,

x -V oy x % b

Sélo falta por obtener las derivadas respecto de Xp:

oX'  Odcosa Jdsinw
= *Sil’lﬁ((X*XA) 7COS(X(Y*YA) = 7(Y7YA),
) (14.9)
Y Jdsinw dcos
) W(X—XA)‘F o (Y=Ya) =

=cosa(X—Xp) —sina(Y —Yp) = (X—Xa),
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y ya tenemos todas las derivadas que hacen falta.
S5i empleamos los mismos puntos P y A que en el ejemplo anterior
las filas de la matriz A para Xp, Yp son

e A\ 0O .. 1 0 .. 716

w 0 -1 .. 0 1 .. 88)
La dltima columna es la correspondiente a Xg. Como aparece en la
matriz A ahora es necesario incluir en la matriz N~! la fila y columna

correspondientes a X, al contrario que en los casos anteriores en los
que no intervenia ninguna desorientacién.

Si el sistema se define tomando como fijas las coordenadas de A
y una coordenada de B el valor de « en (14.8) queda definido por las
coordenadas de esos dos puntos. Si la direccién A-B es aproximada-
mente la del eje X sabemos que para que el giro quede bien definido
es necesario tomar como fijala Y de B y no la X, y al contrario si la di-
reccién A-B es aproximadamente la del eje Y. En general la solucién
Optima para dar orientacién al conjunto no consiste en tomar una u
otra coordenada fijas, sino en mantener la relaciéon X/Y en un valor
fijo, que como queremos que los puntos no se muevan tomamos igual
al que tienen. Sea por ejemplo A-B = 60° respecto al eje X, la orien-
tacion queda fijada entonces obligando a A-B = 60. De esta manera
no hay que distinguir dos casos segtin la coordenada de B que se fije
seala X ola Y, ademds de proporcionar elipses mas pequefias.

Si A-B = 60° se tiene que cumplir

Y, Y
H = tan 60° ~ 1,38.
B~ MA

(X5 — X\, Y5 —Y)), 0 lo que es lo mismo (Xj, Yj), se obtienen apli-
cando (14.8) al punto B:

Xp = cosa (Xg — Xa) —sina (Yp — Ya),
Yg = sina (Xg — Xa) +cosa (Y — Ya).

sustituyendo en la ecuacién anterior,

(Xg —Xa)cosa — (Yp — Ya)sina
(Xp — Xa)sina + (Yp — Ya) cosa

=1,38.
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En esta expresion se puede despejar o pasando el denominador
al miembro derecho, dividiendo luego todo por cos« y despejando
tan a. De ahi se puede derivar « respecto de cada una de las variables
de que depende. Una vez obtenidas las derivadas se introduce ;g:;i
en lugar de 1,38 y se simplifica. En lugar de hacerlo asi obtendremos

graficamente las derivadas, que es mas facil.

g Nt

VAL

Fig. 14.1

Esta figura muestra el esquema. La direccién de 60° respecto al
eje X es a la que vamos a obligar la linea A’-B’. Como hemos tomado
el dangulo de manera que coincida con el de la linea A-B, ambas lineas
coindicen. Si ahora B se desplaza una pequeia cantidad dx, para que
la linea A’-B’ se sittie segtin el valor fijado de 60° hay que aplicar un
pequefio dngulo a:

dt Yg —Ya
E— = — = X —
a = da S dXg o
de donde
9x _ Yp—Ya
oXp sz
Los cuatro valores que necesitamos son
8_04 N YB — YA K ou
oXg 52 Xy
a_lk__XB—XA _ ox
oY 2 9YA~
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Si se aplica un pequefio giro da a un punto respecto al origen sa-
bemos que se cumple

dX = —-Yda, dY = Xd«.

Como en este caso el origen es el punto A,

X’ aY’
ﬁ—*(Y*YA)f ﬁ—X*XA,
y finalmente obtenemos las derivadas de X':
[1] representa )(35772XA Y [2] representa YB;izYA;
X’ X’
=—1+[2J(Y=Ya), =5 =—[1U(Y—=Ya),
Xa Y A
¥ i~ (14.10)
%:—[2](Y—YA% m: [1(Y = Ya);
ylasde Y
aY’ aY’
= —[2J(X=Xa), = -1+ [1J(X=Xa),
XA Y
) £ (14.11)
= RIX-Xa) o =X Xa).

Siguiendo con los mismos puntos A y B de ejemplo se tiene

X\ — 0,00021(Y — Ya) —1, gTXA = —0,00094(Y — Y4),

Xy

/ /
K = —0,00021(Y — Ya), X — 0,00094(Y — Ya);
N = 000021(X—Xa), AL =0,00094(X —Xa) — 1,
9L = 0,00021(X — Xa), 2~ _0,00094(X — Xy).

Para el punto P de ejemplo las filas de la matriz A son:

.. =115 0,67 .. 015 —-067 .. 1 0 ..
-0,18 —-1,81 .. 0,18 -0,81 o1 ..)
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14 Cambio de los pardmetros fijos, I: Puntual

En las filas de la matriz A relativas al punto B, en las posiciones
correspondientes a Xg e Yp, tenemos por una parte las derivadas que
proporcionan las férmulas (14.10) y (14.11) y por otra los valores +1
por ser las columnas del propio punto para el que estamos derivando.
Ambos valores deben sumarse. Asi, para el punto B las derivadas
respecto de sus propias coordenadas son las siguientes. Obsérvese
que son los valores opuestos a las derivadas respecto de A:

9Xg (Xg — Xa)?

aXB =1- [2] (YB _YA) - g2 7

oX! A —

b = 1](xp ~ xa) = L= XaS¥s — Ya),
B

Y, (Xg — Xa)(Yg — Ya) (1412
B _ A _ (Xp—Xa)(Yp— Ya

0Xp N [2] (XB XA) g2 ’

g _ ~ (Yg—Yu)?

N 1-[1](Xg —Xa) = — g

Para los puntos de ejemplo los valores que resultan son

.. —09 =021 .. 095 021 ..
-021 -005 .. 021 0,05

Las dos primeras columnas mostradas son las derivadas respecto de
Xa e Yy, las dos siguientes respecto de Xp e Y.

Para definir orientacién mediante una direccién fija hemos toma-
do como uno de los extremos de la linea definitoria el propio punto
fijo. Puede tomarse de otra manera, de modo que si la orientacién
queda definida obligando la direccién de la linea A-B, la posicién lo
sea fijando las coordenadas de otro punto C. Pueden obtenerse las
derivadas para esta caso facilmente a partir de las vistas: el —1 que
aparece en dos de las derivadas respecto de las coordenadas de A se
quita de ahi y pasa a la derivada anéloga respecto de C, que es sim-
plemente —1, mientras que las derivadas para el punto A respecto
de sus propias coordenadas son iguales que las de (14.12) intercam-
biando las letras A y B. Pero si lo que se busca con una eleccién de
este tipo es un punto fijo 6ptimo es mejor tomar el punto A como se
hizo aqui y después aplicar el desplazamiento 6ptimo para definir la
posicion, que se explica més abajo.
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14 Cambio de los pardmetros fijos, I: Puntual
Posicién libre

Hemos estudiado los casos en los que el sistema de coordenadas
queda determinado mediante las coordenadas de dos puntos, es de-
cir, en el que la posicion, orientacién y escala son libres, y el caso en
el que posicién y orientacién son libres pero no la escala. El tltimo
caso que falta por analizar es aquél en el que solamente la posicion
es libre. Entonces la transformacién se reduce a una traslacién, que
queda definida fijando las coordenadas de un punto:

X =X —Xa,
Y =YYy,

mas la traslacién constante que devolviese A a su sitio, que estamos
ignorando siempre porque no afecta a las precisiones. Se trata enton-
ces del caso ya visto al principio del capitulo de obtener las precisio-
nes respecto a un punto.

Eleccién de los grados de libertad a aplicar

De las tres posibilidades vistas hay que decidir en cada situacién
cudl es correcto aplicar. Si no se piensa mucho pareceria que el caso
a aplicar viene determinado por los grados de libertad de la red. Asi,
si la red tiene orientacién y escala absolutas, se aplicard la solucién
que solamente incluye una translacion: obtener la precisién respecto
a un punto. Pero este razonamiento nos llevaria por ejemplo a con-
cluir que en una red en coordenadas absolutas no se puede aplicar
ningtn cambio de los parametros fijos, ya que no los hay. Es decir,
¢que no podemos ni siquiera calcular la precisién de todos los puntos
en relacién a un punto cualquiera? Obviamente esto se puede hacer
siempre.

Para saber qué transformacién conviene aplicar hay que ver qué
se va a hacer con las elipses calculadas; es decir, para qué se quieren
las precisiones respecto a tal o cual punto. Por ejemplo, si de una red
grande en coordenadas absolutas vamos a emplear tres puntos proxi-
mos para desde ellos dar coordenadas a un conjunto de puntos de la
zona, y esas coordenadas pueden estar en un sistema cualquiera pero
en el que los metros sean metros (es decir, que la escala no es libre)
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14 Cambio de los pardmetros fijos, I: Puntual

entonces nos interesa definir el sistema de coordenadas de manera
que las elipses de precision de esos tres puntos sean lo mas peque-
fias posible. Para ello podemos tomar uno de ellos como fijo y defi-
nir una orientacién, de acuerdo a las posibles libertades—posicion y
orientacion— del sistema local. No podemos sin embargo tomar dos
de los tres puntos como fijos porque eso darfa lugar a que las elipses
de precisién de ambos se reducen a cero, es decir, que estarfamos di-
ciendo que las coordenadas de los dos puntos son perfectas, lo que es
imposible si la escala del trabajo no es arbitraria. Si la orientacién del
sistema local tampoco fuese libre y estuviese determinada por la de
la red, entonces tampoco se puede tomar como perfecta la desorienta-
cién de uno de los puntos o la direccién de la linea entre dos de ellos,
y lo més que se puede hacer es tomar las coordenadas de uno de ellos
como perfectas.

Asi pues, para ver qué redefinicién de parametros fijos es posible
aplicar no hay que mirar de dénde vienen las coordenadas, sino a
donde van. Interesa siempre aplicar la transformaciéon con mds gra-
dos de libertad posibles porque cuantos mds pardmetros se puedan
tomar como perfectos mas pequefias serdn las elipses de error.
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15 Cambio de los paré-
metros fijos, II: Global

Introduccién

Los cambios en la definicién del sistema de coordenadas vistos
hasta ahora se reducen a cambiar el punto fijo, la direccioén fija y la
distancia fija. Segtin escojamos uno u otro punto las elipses de error
se hardn méas pequefias para los puntos préximos al punto escogido
y mas grandes cuanto mdas nos alejemos de él. Tal vez seria posible
aplicar una redefinicién que se ajustase a los grados de libertad pero
de alguna manera tuviese en cuenta todos los puntos por igual y diese
lugar a las elipses mds pequerias posibles en general. Esto es posible,
pero antes de ponerse a aplicarlo hay que analizar si interesa o no y
cémo se ha de aplicar.

Cuando se lleva la definicién del sistema de coordenadas a unos
u otros puntos es porque emplearemos esos puntos para algo y que-
remos que las elipses de precisién en la zona sean lo mds pequefias
posible, asi que son mejores las soluciones puntuales vistas en el ca-
pitulo anterior que las globales que se verdn en este, que tienen en
cuenta todos los puntos por igual sin que ninguna zona resulte favo-
recida. Sin embargo se pueden aplicar las soluciones globales que se
desarrollan en este capitulo sin mas que tomar como “global” el sub-
conjunto de puntos de la red que interesa, con lo que se obtiene una
definicién local del sistema de coordenadas pero en la que ninguno
de los puntos de interés resulta favorecido sobre otro.

En cuanto a la red en su conjunto, a veces es preferible tener unas
elipses un poco mas grandes que las mejores posibles pero saber cla-
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15 Cambio de los pardmetros fijos, II: Global

ramente coémo esta definido el sistema de coordenadas. Normalmente
sin embargo se prefiere homogeneidad de precisiones por toda la red
y que estas sean lo méas pequefias posible.

Por ultimo, para no tener que eliminar de las matrices A que se
obtengan las columnas correspondientes a los parametros que eran
fijos y por tanto no aparecen en la matriz ¥, lo que evitara excepciones
en las expresiones generales de las matrices A, supondremos que la
matriz © estd completa, lo que se consigue sin mas que intercalar filas
y columnas de ceros correspondientes a los pardmetros fijos.

Traslacién promedio

Hasta ahora lo que hemos hecho ha sido definir un punto de la red
como fijo, es decir, llevar el punto A, por ejemplo, a las coordenadas
(0,0). Parece de sentido comtn que la soluciéon que proporcionara el
6ptimo consiste en llevar, no un punto u otro particular, sino el centro
de gravedad a unas coordenadas fijas. Se puede demostrar que esto
asi, como se verd unas secciones mds adelante.

Si el ndmero de puntos es 7, para llevar el centro de gravedad a
las coordenadas (0, 0) la traslacién que hay que aplicar es

1
*E(Xl + Xo + X3 + )

y analogamente para la Y. Un punto P pasa entonces a
n—1 1 1
Xp——Xp = Xg—-,
(15.1)

en donde los puntos suspensivos incluyen todos los puntos que faltan
excepto el propio P. Andlogamente parala Y.

Sihay por ejemplo 5 puntos la matriz A quedaria como se muestra
en la pagina siguiente. Las columnas se corresponden con Xy, Y1, X,
Yy, X3, Y3, X4, Y4, X5 € Y5, en ese orden. Habria que eliminar de A las
columnas relativas a pardmetros que no existiesen en la matriz N~!
por ser los que se tomaron como fijos cuando se calcul6 la red.

La matriz A se escribe mejor como I — M, en donde I es la matriz

identidad: .
AzI—MzI——(1 0). (15.2)

1
Xp=Xp— (X + X0+ X3+ ) =

n\0 1
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15 Cambio de los pardmetros fijos, 1I: Global

O Ul O Ul— O Ul- O Ull— O Ull-
|
Qi O U= O ull= O ull—= O ull= O

>
Il
|
QU= O Ul O Ul O Ull= O Ullks
|
|

QU= QU= O Ul O Oll—= O Ul

O U~ QU O Ul— O U= O Ul

Gil—= O Ul O Uil O Uik O Ull— O

Q= QU= O Uik O Ull— O U= O

U= QU= QU= O U~ QUi O
|

O ul— O U= O U= O Ul O Uil

Gll= Q Uik O U= O U= Qul—= O

Esto se repetird para la escala promedio y el giro promedio. En el
producto AXAT la matriz I representa las varianzas que los puntos ya
tienen mientras que la matriz M es el ajuste debido a la redefinicién
del sistema de coordenadas; en este caso el ajuste por la redefinicién
de la traslacion.

Escala promedio

En el capitulo anterior redefiniamos la escala del sistema de coor-
denadas tomando como fija la distancia entre dos puntos de la red.
La solucién global tendrd en cuenta todas las distancias entre todos
los puntos de la red. En el capitulo dedicado a las transformaciones
de coordenadas vimos que una medida de la escala de un conjunto
de puntos en su conjunto, que tiene en cuenta todos por igual, es

T,

en donde las distancias son respecto al centro de gravedad. Por lo tan-
to se puede definir la escala de la red como que esta cantidad sea igual
a un cierto valor, y puesto que las coordenadas de los puntos han de
mantenerse, ese valor ha de ser el que ya tienen. Por ejemplo, si esa
cantidad vale 14 400 para el conjunto de puntos que se tiene, la escala
del sistema de coordenadas la definimos como Y_7? = 14 400. Lo que
es fijo no es la distancia entre tal y cual punto sino esta cantidad.

Si un punto i se moviese de manera que su distancia pasase a
ser t; + Ar;, para que la cantidad que define la escala del sistema se
mantenga fija las coordenadas de todos los puntos han de dividirse
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15 Cambio de los pardmetros fijos, II: Global

por el aumento (o disminucién) de ¥ 2. En concreto, si este valor era,
por ejemplo, 14 400, el nuevo valor de r? para cada punto seréa

r 14400
(r%’) = Z 7’2 12)’
o lo que es lo mismo
p 120
TP -

El ntimero 120 es el valor concreto de /}_ 2 para el conjunto de pun-
tos que se tiene, al que llamaremos Sy, y el denominador es el nuevo
valor, una vez que r; ha pasado a ser r; + Ar;, al que llamaremos S:

rp, (153)

El cambio de Sy a S es, en primer orden,

2r; AT
VIR = VER2+ —L=Ar =S [ 1+ |
E Z 2@ 1 0(

Por lo tanto

de donde

(15.4)

Al propio punto 7 hay que afiadir el +-1 de r; — r; + Ar;.

Hay que pasar estas derivadas de rp respecto de r; a derivadas
de las coordenadas de P respecto de las coordenadas de i. En primer
lugar, si una variacién en r es de kr para cierta cantidad k, las varia-
ciones en x e i son respectivamente de kx y ky:

dxp _ Xpri dp _  Ypri

ari o 27’2’ ari o 21”2.
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15 Cambio de los pardmetros fijos, 1I: Global

En segundo lugar, una variacién en x; da lugar a una variacién en r;
igual a la anterior multiplicada por x;/r;, y anadlogamente para y;:

dx  oxy 1

T (xsz' xj%)
9y 9y Y. r2 \Yixi Yy
Xi Yi

Alo que hay que afiadir los 41 en la diagonal si el punto j es el propio
punto i.
Por lo tanto la matriz A de cambio de varianzas queda

1 [xx x'y'>
A=T-M=1-— (/7" "7, 15.5
R (iji Yiyi (159

Hay que considerar dos efectos que podrian causar variaciones a
mayores en los puntos j. El primero se debe a que si el centro de gra-
vedad del conjunto de puntos tiene unos ciertos valores, (100,200)
por ejemplo, hemos llevado a cabo todos los desarrollos atendiendo
a Y% respecto al punto (100,200), no respecto al centro de gravedad
nuevo. Este varia debido al desplazamiento del punto i y al despla-
zamiento inducido por este en cada punto j. La suma de estos tlti-
mos, incluyendo al propio punto i, es cero, por ser desplazamientos
radiales hacia el centro de gravedad proporcionales a las distancias
de cada punto a dicho centro. Alternativamente, estos desplazamien-
tos son los recogidos en la matriz M, y la suma de una columna de
dicha matriz, que corresponde a una variacién de x; o y;, sumando
por una parte las filas correspondientes a las coordenadas x y por
otra las correspondientes a las coordenadas y, es

# (xiXx, Ly, viLlx, Vilyj)
en donde se muestran las cuatro combinaciones posibles. Estas canti-
dades son todas cero porque }_x; = 0y }_y; = 0. Pero sigue quedan-
do el desplazamiento x; o y; original (lo representado por la matriz I
en A =1— M), por lo que el centro de gravedad sufre una variacion.
El otro efecto es que los desplazamientos en la direccién tangen-
cial los hemos ignorado, y dichos desplazamientos producen un cam-
bio en la posicién del centro de gravedad y por consiguiente un cam-
bio en los valores de r? para todos los puntos, cuya posicién habria
que ajustar para que ¥ 7> no varie.
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Estos efectos pueden ser ignorados porque la cantidad "2 es mi-
nima cuando el punto respecto al cual se consideran las distancias es
el centro de gravedad, lo que significa que la variacién de esta can-
tidad para pequefios desplazamientos del centro de gravedad es en
primer orden nula.

Giro promedio

Si bien una definicién de un giro promedio andloga a la de escala
promedio es més dificil que esta tltima, no lo es la obtencién de las
variaciones diferenciales de cada coordenada debidas a la variacion
de una de ellas, que se obtiene de modo inmediato por analogia con
las variaciones de r, sustituyendo desplazamientos en la direccién ra-
dial, r, por desplazamientos en la direccién tangencial, ¢:

Fig. 15.1: Pequenos desplazamientos tangenciales

at]- D, V]'T’l'
ot; yr2’

Los desplazamientos segun las direcciones (f,x,y) estan en propor-
ci6én (1, —y, x), de donde

o i

ati \ ] 21’2 ! Bri = 21’2.
y finalmente

ax]- aJC]

% w1 YiVi  —Yjx

%; % Y2 \—xyi o xx)’

Xj Yi
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1 ( vy —y‘x)
A=1-M=1-—( 77 777, 15.6

Combinacion de las distintas libertades

Los desplazamientos diferenciales deducidos para variaciones ra-
diales y tangenciales son ortogonales entre si y ademas vimos que en
el caso de la escala libre los desplazamientos tangenciales no indu-
cen variaciones en los otros puntos, y por la misma razén que esto es
asi los desplazamientos radiales no inducen variacién alguna en los
otros puntos en el caso de giro libre, aunque no se mencioné. Por ello
si tanto escala como giro son libres la matriz M, que representa las pe-
quenas variaciones en cada coordenada debidas a un desplazamiento
en cada coordenada, sera simplemente la suma de las dos.

Esto puede comprobarse efectuando el producto de las matrices A
en

Ay A ZATAT,

siendo A; la correspondiente a giro libre y A; la correspondiente a
escala libre:

AA; = (I-Mp)I—-M;) =1— (M; +Mz) + MM,

y se comprueba que el producto My;M; da cero. Este producto esta
compuesto de bloques de la forma

(xjxi xjyi) ( Yilk —]/ixk>
Yixi yiyi) \—Xiyx  Xixg)’
ya que en un producto de dos matrices cada elemento de la columna i

de la primera matriz se multiplica por cada elemento de la fila 7 de la
segunda. Al desarrollar el producto queda

(xj(xi]/i—]/ixi)yk xj(—xiyi+]/ixi)xk> _ (0 0)
yi(xiyi — yixi)yx Y (—xiyi +yixi) xx 0 0)

El que el resultado sea cero es una manifestacién de la ortogonalidad
de ambos fenémenos.
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La matriz M es entonces la suma de las dos matrices M, y final-
mente

U (xxi+yyi —(yxi— x'yi))
A=1-M=1——— [/ J J 11 15.7
rrl (iji —XYi XX+ Yy Ny

También la traslacién es independiente del giro y la escala. El pro-
ducto de una fila de la matriz M de la traslaciéon por una columna
de la matriz M de escala o giro da lugar a una de las seis siguientes
posibilidades:

X; Yi X X
TR BRI il DR R DT v D

Todas valen cero por ser cero } x; y Y. y;.

Interpretaciones de las transformaciones anteriores

La interpretacién de la traslacion libre estd clara: el sistema que-
da definido en posicién fijando unas coordenadas para el centro de
gravedad. Supongamos que estas coordenadas son (100,200). La ob-
tencién de las coordenadas ajustadas en un sistema definido de esta
manera se hace en dos pasos. En primer lugar se obtienen las coorde-
nadas ajustadas tomando unas coordenadas fijas para que el sistema
quede definido y poder resolver el ajuste. A continuacién se calcula el
centro de gravedad (xg, yg) y se desplazan todos los puntos la canti-
dad (100 — xg, 200 — yg ). Este proceso en dos pasos para obtener las
coordenadas (x,y) ajustadas es un estimador como otro cualquiera, y
si repitiésemos el proceso muchas veces para los mismos puntos con
distintas medidas obtendriamos la distribucién de las coordenadas
ajustadas, y son las varianzas de estas lo que se obtuvo mds arriba en
este capitulo.

Que no lleguemos a efectuar la suma (100 — xg,200 — yg) para
las coordenadas de los puntos no impide obtener las varianzas en ese
sistema, quedando reducida la eleccién de coordenadas fijas del ajus-
te a un mero paso auxiliar para la resolucién del problema. Pero si el
conjunto de puntos sirve por ejemplo para definir un sistema de coor-
denadas en una sala, y cada cierto tiempo se vuelven a medir y ajustar,
entonces conviene no omitir dicha suma. De esta manera estamos ha-
ciendo real esta manera de definir el sistema, y tras un cierto tiempo,
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cuando ya se hayan medido los puntos unas cuantas veces, se podra
comprobar que los conjuntos de coordenadas que resultan llevando
siempre el centro de gravedad a un valor fijo tienen menos variacién
que los conjuntos que resultan si el sistema se define asignando unas
coordenadas fijas a uno de los puntos, por ejemplo P6 = (100, 1 000).

La escala en caso de que sea libre la definimos en la solucién glo-
bal como que /Y.r> = Sj. Al contrario que en el caso anterior, el
valor elegido para Sy afecta a las varianzas que se obtienen. La ra-
z6n es bien simple; si tomamos un valor de Sy de la décima parte las
distancias y coordenadas respecto al centro de gravedad se dividen
todas por diez y con ello sus incertidumbres. Por tanto en realidad
las precisiones de los puntos no dependen de Sy, entendidas esas co-
mo su precisién en relacién a la escala elegida para el conjunto. No
tendria sentido que fuese de otra manera ya que el valor escogido pa-
ra Sy es arbitrario, al igual que lo era el escogido para las coordenadas
del centro de gravedad, y no puede ser que las precisiones intrinsecas
de los puntos dependan del valor escogido.

Una vez mads, si se tiene un conjunto de puntos cuyo objeto es
definir un sistema de coordenadas, la escala de dicho sistema es ar-
bitraria y los puntos se van a remedir al cabo de un tiempo, la mejor
eleccién posible para la escala, en el sentido de que tiene en cuenta
todos los puntos y, como veremos en la siguiente seccion, da lugar a
las elipses de error lo mds pequenas posibles en promedio, es la que
hemos desarrollado en este capitulo.

La definicién del giro es mds problemadtica. Si en el cdlculo del fac-
tor de escala entre dos sistemas aparecen productos xx 4 yy, lo que
sirvié para motivar la eleccién de la definicién global de escala en este
capitulo, los productos xy — yx y xx + yy que aparecen en el cdlculo
de la rotacion entre dos sistemas no se pueden emplear para definir
el giro de un sistema. El primero de ellos porque obviamente vale
cero y el segundo porque no varia al rotar el conjunto de puntos. El
siguiente ejemplo muestra que no se puede emplear ninguna expre-
sién simétrica en todos los puntos. Sea un conjunto de puntos situa-
dos sobre una circunferencia a intervalos regulares. Si hay un punto
cada € grados un giro de dngulo € deja invariante cualquier otra expre-
sién simétrica en las coordenadas de los puntos. El hecho de que lo
se pueda emplear ninguna expresién simétrica en los puntos parece
ir directamente en contra de la posibilidad de una definicién global
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del giro al modo de las obtenidas para la traslacién o la escala.

Sin embargo, la definicién de la escala como que la cantidad ) (xx +
yy) no varie, y el modo en todo similar en como se obtienen las matri-
ces M en uno y otro caso, hace pensar que de algtin modo la definicién
del giro esté ligada a una invariabilidad de }_(xy — yx) o Y_(xx + yy).
La interpretacién correcta se tiene si se presta atencién a que en la
obtencion del factor de escala entre dos conjuntos los productos que
se suman son de coordenadas en un mismo sistema, mientras que
en la obtencién del giro estdn entremezclados uno y otro sistemas;
V. g, Y(x1x1 + y1y1) en el primer caso y Y. (y2x1 — xpy1) asi como
Y (x2x1 + y2y1) en el segundo.

La invariabilidad buscada es pues la de esas expresiones para las
coordenadas (x,y) en relacién a las coordenadas (x, y) que los puntos
tienen, tomadas estas tltimas como fijas, como ntimeros:

Y (yxo — xy0), Y (xx0 + yyo)-

Estas dos cantidades son, como se vio en el capitulo 12, proporciona-
les a sinf y cos 6, siendo 6 el &ngulo de giro entre el sistema variable
{(x,y)} y el sistema fijo { (xo,yo) }. Por lo tanto la definicién global de
la rotacién en un sistema de giro libre es que dichas cantidades estén
en una determinada proporcién, es decir, en fijar un valor para

Y(yxo — xyo)
Y(xx0 +yvo) (158)

Segtin el valor que escojamos sucede, al igual que con la escala,
que las elipses de error varfan en apariencia, pero la precisién intrin-
seca de los puntos no varia. Asi, si giramos el sistema las elipses de
error giraran, como no podia ser de otra manera pues de lo contrario
las precisiones de los puntos si que estarian realmente variando.

Dado que entre todos los valores que podemos escoger tomare-
mos 6 = 0 los valores anteriores son

Y (yxo — xyo) =0, Y (xxo+yyo) =Y r5=S5.  (159)

La segunda de ellas no se puede emplear para definir el giro pues
para un giro de 0° la derivada del coseno es 0 y su valoriguala 1, o lo
que es lo mismo Y_(xxg + yyo) = S, no permite distinguir en primer
orden de aproximacion los giros pequefios.
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Por tanto la definicién del giro queda como

Y- (yxo — xyo) = 0. (15.10)

Si se mide el mismo conjunto de puntos en multiples ocasiones y
se ajusta su orientacion mediante esta definicion se vera que las elip-
ses de error que resultan son en promedio mas pequefias que si se
define tomando como fija la direccién entre un par de puntos cuales-
quiera de la red.

Si se quisiese tomar en (15.8) un valor distinto de cero es més facil
aplicar el giro correspondiente a las coordenadas (xo, o) y después
emplear la condicién (15.10). Por otra parte, si queremos aplicar esta
ultima condicién y el giro entre los sistemas (x,y) y (xo,Yo) es gran-
de habra que aplicar la correccién de manera exacta y no de modo
lineal como incrementos At, puesto esto dltimo es simplemente una
aproximacién de primer orden al giro. También se puede aplicar pri-
mero un giro aproximado y la correccién residual que reste aplicarla
linealmente.

Resumen de féormulas

El ajuste varianzas 6ptimo para la posicién, escala y /o orientacién
libres viene dado por una matriz A, siendo las varianzas resultantes
en funcién de las originales &' = ALAT.

A=1-M;

M es la suma de las matrices M correspondientes a cada una de las
libertades de la red. Estas matrices estdn compuestas por bloques 2 x
2 correspondientes a las filas x; e y; y las columnas x; e y;, para cada i
y para cada j. Estos bloques son las siguientes para cada libertad:

1/1 0
(Mtras.)]'li N ; (0 1)/

1 [(xix; xjy;
(Mesc.);; = n <iji y;%)l (15.11)

oy =Yy
(Mgm’)]}i Y2 (—xjyi xXixi )’
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Si por ejemplo es libre tanto la traslacion como la escala y el giro se
tendra
A=1- (Mtras. + Mesc. + Mgiro)~

Si se tiene un conjunto de coordenadas (xp,1o) y se obtiene un
nuevo conjunto (x,y), y se quiere mantener la misma definicion del
sistema de coordenadas, habrd que efectuar pequefios ajustes a las
coordenadas (x,y) en traslacion, escala y/o giro.

Sea
T (Zx0,Xy0) = (xco¥co), 5 (ZxLy) = (x6,y6),
Y (<G +y3) =S5, Y.+ =5,
Y (yxo0 — xy0) = S, Y (xx0 + yyo) = Ce.

Los ajustes a aplicar son los que se indican a continuacién. Para la
escala y el giro las coordenadas (x, y) son respecto al centro de grave-
dad de los puntos.

Traslacion:

(x,y) — (x,y) — (xG — XGo,¥G — YGo)-

Escala: 5_s,

(xy) — R(xy) = (xy) — Z2(xy).

Giro: 5 h
0 cosf = 0

(x,y) — (xcosf+ysinf, —xsinf + ycosb) (Girar —0).

sinf =

Si Sy es muy pequefio se puede tomar directamente sinf ~ 6 ~
S¢/ Y13, y aplicar la correccién segtn la tangente t en vez de segtin
el arco:

(x,y) — (x,y) —0(—y,x).

En las expresiones (15.11) las coordenadas a emplear son las de
subindice 0. Previamente hay que multiplicar la matriz de varianzas
por S3/S* y girarla —6.
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Demostracion de 6ptimo para la traslacion

Vamos a demostrar aqui que las elecciones hechas para los casos
de traslacion, escala y giro libres son las mejores posibles. Que sean
las mejores posibles significa que la suma de los elementos de la dia-
gonal de la matriz ¥ es la menor posible. La mayor dificultad consis-
te en identificar cudles son todas elecciones posibles. Por ejemplo, en
caso de que la traslacion sea libre, jcudles son todas las maneras posi-
bles de definir el sistema de coordenadas de acuerdo a ese grado de
libertad?

Para fijar la red en posicion si la traslacion es libre hemos emplea-
do dos criterios hasta ahora: que las coordenadas de un punto tengan
un determinado valor y que las coordenadas del centro de gravedad
tengan un determinado valor. Centrdandonos por ejemplo en la coor-
denada x, estos criterios son

n=C y ‘iytlp+tly=c

La letra C representa una constante cuyo valor exacto es irrelevante.

Parece que cualquier criterio 16gico serd que una combinacién li-
neal de coeficientes positivos de los distintos puntos sea igual a un
cierto valor, y siempre podremos multiplicar los coeficientes por la
constante adecuada para que su suma sea 1. Pero nada impide tomar
un criterio mas excéntrico como

x%+x2x3—x7:C, logxl—xz—i—%xg:C,

etcétera. Cualquiera que sea la eleccion, una pequefia variacion Ax;
daréd lugar a una variacién en el valor de la expresién que se quiere
hacer igual a C igual en primer orden a un cierto multiplo de esa va-
riacion: k;A;. Para que la expresiéon vuelva a ser igual a C habra que
restar (o sumar) a todas las coordenadas una cierta cantidad que serd
otro multiplo de A;. Una variacién de e igual en todas las coordena-
das x dara lugar a una variacioén en la expresién que es, en primer
orden, un multiplo de ¢, y este multiplo es ) k;. Por lo tanto habra

que restar a todas las coordenadas ¢ = Z’f—;{ A;.
1

Estos valores k;/ }_k; son los que hay que situar en la matriz M,
en la columna correspondiente a x;. Por tanto para cada variacion de
cada coordenada x; las correcciones a aplicar a los puntos (los coefi-
cientes de su columna en la matriz) son para todos iguales, y la ma-
triz M en el caso més general posible estd formada por columnas en
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las que todos los valores son iguales (para la coordenada correspon-
diente, obviamente, para la otra coordenada los coeficientes son cero)
y la suma por filas es 1.

Antes de continuar con la demostracién hacemos ver que esta con-
clusién significa que, localmente, la condicién equivale a una combi-
nacién lineal de las coordenadas, cuyos coeficientes sumen 1, igual a
una constante dada. La condicién serd de la forma

F(x1,x,...,x4) =C

para una funcién tan complicada como se quiera y una constante C
cuyo valor exacto es irrelevante. Para los valores x1, x, ..., X, que tie-
nen las coordenadas de los puntos la funcién F serd igual a un cierto
valor Cy. Tomamos C igual a C;. Para pequefias variaciones de las
coordenadas la condicién es, en primer orden de aproximacion,

F(xl/le"'/xn)() +k1A1 +k2A2 + +knAn - Cl

Es decir,
Ci+kiA +koAy + -+ + kyAy, = Cq,

k1A + koAy + - + kA, = 0.
Y podemos multiplicar toda la ecuacién por una constante de manera

que }_k; = 1. Los valores k;/ ) k no van a cambiar.

La forma exacta de la condicién da igual, lo tinico que importa
es la matriz M a la que da lugar, hasta el punto que de las distintas
condiciones que dan lugar a la misma matriz M pueden considerarse
en esencia la misma, al menos localmente.

Como la forma de la matriz M no varia si se multiplican todos los
valores de k por una constante, supondremos que )_k; = 1. Por otro
lado, ya que las coordenadas x e y se tratan de manera independiente
separamos ambas en las matrices, y la matriz M para una de ellas
queda

ki koo kn
N LS
ki ko o kn

La traza (suma de los elementos de la diagonal) de ATAT es

Tr {(1 —M)X(I— M)T} = Tr(Z) — Te(ME) — Tr(EMT) + Tr(MEM").
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La traza de una matriz es igual a la de su traspuesta, y (MZ)T =
~™™MT = MT, de modo que la expresién anterior se reduce a

Tr(Z) — 2Tr(EIMT) + Tr(MEZMT). (15.12)

Por otra parte Tr(X) es fijo, de modo que lo que hay que minimizar
es —2Tr(EM') + Tr(MZM").

En la matriz M" todas las columnas son iguales, por lo que en el
producto M todas las columnas son iguales, y la traza de esta ma-
triz es pues igual a la suma de los elementos de una columna. A su
vez, el producto M(EMT) es el producto de una matriz en la que todas
las filas son iguales por otra en la que todas las columnas son iguales,
por lo que todos los elementos de la matriz producto son iguales. Es-
to también se puede razonar de la siguiente manera: Si las variables
representadas en la matriz ¥ son X, sea Y = MX. Como todas las filas
de M son iguales, todas las variables de Y son iguales, es decir, se tra-
ta de la misma variable y, por lo que su matriz de varianzas constara
de un tinico elemento 0y, repetido en todas las posiciones.

Si los elementos de una columna de =M son c1, ¢2,... ¢, los de
MEMT son kicg + kaco + -+ + kncn, y las trazas de una y otra matriz
son

c1+cp+ - +cy y n(kicr +koco + -+ +kucy)
y la suma a minimizar
(nky —2)cq + (nky —2)ca + -+ + (nky — 2)cy.
Sustituyendo los elementos c; por lo que valen queda

(nky —2) (kyony +kooip + -+ + ko)
(lez — 2) (k10'21 + koooo + - + anZH)

(I’an - 2) (klo-i’ll + k20n2 + A + kna'nn).

Si todos los k; son iguales a 1/n la suma de todo esto se reduce a

1
—;2‘71‘1‘-

189



15 Cambio de los pardmetros fijos, 11: Global

Esta cantidad es negativa (es decir, el sumatorio es positivo) ya que el
sumatorio es la varianza de la variable “suma de todas las variables
de la matriz X", puesto que

Y oi=(11..1)%

Sinosontodos1/nserak; = 1/n+way, kp = 1/n+ay, ... ky, =
1/n+ ay, con ) a; = 0, pues se ha de cumplir }_k; = 1. El primero de
los anteriores sumandos, por ejemplo, queda

(o = 1) (a1 + D)ows + (@2 + Hory + -+ (n + Loy

1 9
= Y wj 4 n(afors + araz01p + - + @01y,

+ (061 & 0(2)0'12 + ot (0(1 — D(n)(ﬁn.

Todos los elementos (a; — &;)01; de la segunda linea se anulan con el
correspondiente (a; — &1)0j; que aparece en el desarrollo del suman-
do j-ésimo. Una vez eliminados todos los términos que se anulan la
suma total queda

1
_E lelj +n ZD&Z'OC]'O',*]'.
El sumatorio lo podemos escribir como

&1
(0(1 ay ... Oén)z *2 ;

Xn

el decir, se trata de la varianza de una variable y es por tanto positivo,
salvo que tomemos todos los &; iguales a cero.

Hemos demostrado pues que el minimo paralasumasedasia; =
&y = -+ = ay = 0; es decir, si todos los k son iguales a 1/n. Esto,
como ya sabemos, significa que la condiciéon que define el sistema en
traslacion consiste en fijar las coordenadas del centro de gravedad.
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Noétese que no ha sido necesario hacer uso de la condicién } o = 0,
resp. }_k = 1. El valor minimo de la traza, (15.12), es

TKD—%Z%' (15.13)

Si volvemos a redefinir el sistema en traslacion, y volvemos a defi-
nirlo fijando las coordenadas del centro de gravedad, nada cambiara
y las varianzas seguirdn siendo las mismas. Sea ¥’ = AXAT. Esto im-
plica que ,

mﬂpaz%:nwy

es decir, Z‘Tz‘lj = 0. Ya vimos que esta suma es la varianza de una
variable definida como la suma de todas las variables que estan re-
presentadas en la matriz . En este caso esto es la suma de todas
las coordenadas. Dado que el valor del centro de gravedad es fijo
también lo es el de la suma de todas las coordenadas, de ahi que su
varianza sea 0.

Dada la matriz X, la varianza del centro de gravedad es pues
% Y. 0jj. En (15.13) se estd restando n veces esta cantidad, lo que pode-
mos interpretar como que al redefinir la traslacién del sistema fijando
unas coordenadas para el centro de gravedad, de la varianza de cada
punto restamos por término medio la varianza que tenia el centro de
gravedad. Y por ser esta la solucién é6ptima ya no es posible disminuir
mas las varianzas de los puntos.

Independencia de las tres optimizaciones

La definicién de la escala de la red sera fijando un valor para una
distancia, o para una combinacién de distancias, o para cualquier fun-
cién de las coordenadas, pero tal que para ajustar esa funcién al valor
fijado se multiplican todas las coordenadas respecto a un punto. Este
punto puede ser un punto de coordenadas fijas, por ejemplo el origen
de coordenadas, o un punto definido a su vez como una funcién de
las coordenadas de los puntos, como por ejemplo uno de los puntos
o el centro de gravedad de todos los puntos.

La diferencia entre aplicar un factor de escala respecto a uno u otro
punto es una traslacién, de modo que la multiplicacién de distancias
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respecto a un punto cualquiera se puede descomponer en una multi-
plicacién respecto a otro punto cualquiera mas una traslacién. Si ade-
mas de la escala también es libre la traslacion es indistinto el punto
respecto al cual escalemos, ya que la traslacion se puede variar libre-
mente. Escogemos entonces el centro de gravedad como origen del
escalado, que tiene la ventaja de que la suma de las variaciones en las
coordenadas de los puntos como resultado de un escalado respecto a
ese punto es cero. Como consecuencia de ello la matriz M de un esca-
lado respecto al centro de gravedad y la matriz M de una traslacién
son ortogonales, de lo que se sigue, como ya se vio:

T T T
Atras. esc. ZAtras. ese. = Atras. Aesc. LAgsc Atras. s

de donde la optimizacién de la matriz A para una traslaciéon més un
escalado se obtiene optimizando de manera independiente cada una
de estas dos libertades.

El caso de que la escala sea libre pero no la traslacién resulta dificil
de imaginar. Precisamente porque un escalado de todos los puntos
produce una traslacién neta, salvo que se efecttie respecto al centro
de gravedad, no parece que tenga sentido decir que la escala es libre
pero la traslacién no. Si asi fuese parece que lo 16gico es entender que
las coordenadas del centro de gravedad han de mantenerse.

De modo que el escalado se aplicara respecto al centro de grave-
dad, siendo de esta manera independientes (ortogonales) el escalado
y la traslacién, por lo que ambos 6ptimos obtenidos de manera in-
dependiente, una vez combinados, constituyen el 6ptimo total en el
caso de que traslacion y escala sean libres.

El razonamiento para el giro libre es en todo punto anélogo al de
la escala: La diferencia entre aplicar una cierta rotacion respecto a un
punto u otro es una traslacién, y si la rotacién se aplica respecto al
centro de gravedad la traslacién total es cero. Por lo tanto se sigue
la misma relacién de independencia respecto a la traslacién y la po-
sibilidad de optimizar ambas libertades por separado. Por otra parte
un escalado y un giro aplicados desde un mismo punto, no necesaria-
mente el centro de gravedad, siempre son ortogonales.

Por tanto, si el factor de escala y el giro se aplican respecto al cen-
tro de gravedad, como por otra parte parece 16gico, la optimizacion
de cualquier combinacién de las tres libertades se reduce a una apli-
cacién sucesiva de los 6ptimos para cada una de ellas.

192



15 Cambio de los pardmetros fijos, 1I: Global

Principio de demostracién de 6ptimo para escala y giro

La condicién de escala es una funcién cualquiera de las coordena-
das igualada a un valor:

F(xllyl/ X2,Y2, -+ 1 Xn, yn) =C.

Para aplicar una escala o un giro respecto al centro de gravedad la
forma méas adecuada de expresar la posicién de un punto es en coor-
denadas polares respecto al centro de gravedad mediante dos valores
(r,t). El valor de r es la distancia al centro de gravedad, mientras que
el valor de t es la distancia segtin el arco de radio r contada a partir de
un cierto origen. Este origen lo situamos para cada punto segtin una
direccién que hacemos coincidente con el radio del punto, de mane-
ra que los valores de t son cero para todos los puntos. Es importante
entender estas direcciones de origen de los valores de ¢ como fijas pa-
ra cada punto, de modo si sus coordenadas cambiasen (por ejemplo,
porque se vuelven a medir y calcular las coordenadas) los valores de ¢
ya no serfan cero. De esta manera estos origenes son unos radios bien
definidos y que una vez fijados no dependen de las coordenadas de
los puntos.

Expresado en este sistema de coordenadas la condicién tomara
otra forma distinta

Fi(ri,t1,10,t0, oo, 70, ty) = Cy.

Una vez linealizada en torno a los valores (7, t) que tienen los puntos,
y tomando C; igual al valor que arroja F; para los valores (7;,t;) que
efectivamente se tienen, queda de la forma

kiAry + k| Aty + kpArg + -+ + k), Aty = 0. (15.14)

Al aplicar un factor de escala respecto al centro de gravedad los valo-
res de r y t se multiplican por dicho factor, lo que significa que varfan
en proporcién a si mismos. Si el factor de escala aplicado es 1 + ¢ la
variacion total es

e (kiry +Kity + -+ + knrn + kpytn).

Con el sistema de coordenadas elegido los valores de ¢ son cero. Asf,
si la coordenada r del punto i varfa una cantidad Ar; la condicién
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(15.14) implica

kiAr; — e (kqr1 + koto + -+ + kpry) = 0; (15.15)
mientras que si la variacién es en ¢; la condicién sera

KiAt; — e (kyiry + kary + -+ + kntn) = 0; (15.16)

En la ecuacion (15.15) podemos aprovechar lo hecho en la demos-
tracién del 6ptimo para la traslacién. Si todos los valores de r fuesen
iguales esta ecuacion serfa la misma que la de una traslacién. Al ser
unos valores de r mayores que otros es como si se tratase de una
traslacion en la que cada punto estd repetido r; veces. De modo que
podemos interpretarlo como una traslacién con un total de ) r; pun-
tos. En la seccién anterior se demostré que el éptimo se consigue si
cadakvale1/} r;. El puntoi real es la suma de r; puntos ficticios, por
lo que el valor de k; en (15.15) ha de ser igual a r;/ ) ;. Esto ademas
completa la validez de dicha ecuacién, ya que para que la analogia
sea exacta es necesario que el primer sumando, k;Ar;, se corresponda
con la suma de variaciones iguales A; en los r; puntos ficticios, cada
una de las cuales daria lugar a ﬁAi ; 0 sea que la suma total tiene
que ser Zr—iriAi, como en efecto se obtiene tomando k; = r;/ Y r;.

El 6ptimo para los valores de k obtenido en la traslacién es que
fuesen todos iguales, no necesariamente iguales a 1/n. Esto tiltimo se
tomo para que su suma fuese 1. Ahora es mds cémo tomar k; = r;
simplemente, sin dividir por ) #;.

Los coeficientes de la matriz M, que es lo que finalmente interesa,
son, en la columna relativa a r;,

_ kipr o
S R vi7. 3 L
ATZ‘ A?,‘ Al’i 27’2

Esto es la ecuacion (15.4). En las filas de los ¢; los coeficientes son cero
ya que los valores no varian al escalar por (1 — ¢).

El hecho de que los k! no aparezcan en la ecuacién (15.15) no signi-
fica que valgan cero, sino que pueden tomar cualquier valor. Esto se
debe a que valgan lo que valgan k/t; va a valer cero. Para determinar
los valores de k! hay que emplear la ecuacion (15.16). Esta ecuacion
determina lo que ha de variar cada coordenada r; como consecuencia
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de una variacién At; en el punto i. Esta variacién es
Iy,

K

rr

(Ya sea han sustituido los valores k; por r;). Estos son, eliminando el
factor At;, los coeficientes de la matriz M en las filas correspondientes
arj.

]

At;.

Habria que demostrar que la minima traza de ALA" se obtiene si
todos los k son cero. Esto es muy facil, pero habremos optimizado
primero los valores de k; ignorando los k}, y obtenidos los primeros
habremos demostrados que lo mejor para los segundos es que val-
gan cero. La demostracion correcta exige determinar simultdneamen-
te los k; y k} para obtener el minimo absoluto posible. En la secciéon
siguiente se aborda el problema con una generalidad mucho mayor,
obteniendo una solucién que como casos particulares proporciona el
minimo para la escala y para el giro.

Demostracién de 6ptimo general

En el caso de poder aplicar un factor de escala, si una coorde-
nada varia una cierta cantidad, haciendo que se rompa la condicién
F(ry,...,tn) = C, se multiplican todas las coordenadas por una cons-
tante (1 + ¢), lo que da lugar a una variacién en cada coordenada de
er;, y hay que escoger € de manera que la variacion total de F anule la
variacion en la misma F que supuso la variacién primera de una coor-
denada. Andlogamente, en el giro la variacién de las coordenadas es
ahora cero para las r y proporcional a r para las t.

Sea cual sea la libertad del sistema, el ajuste que de acuerdo a la
misma se efecttie sobre el conjunto de coordenadas para restaurar el
valor original de la funcién F serd para cada coordenada proporcional
a la magnitud del ajuste y a una constante de proporcionalidad distin-
ta para cada coordenada. En el caso de la traslacién es 1 (o —1, segtin
se mire), en el escalado proporcional a 7 y en el giro igual a cero para
la direccién desde el origen del giro hasta el punto y proporcional a
la distancia para la direccién perpendicular.

Sean x1, ..., X, las coordenadas, en donde la letra x representa una
magnitud abstracta, que puede ser la coordenada x, la y, r, t o cual-
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quier otra. La condicién F(xy, ..., x,) = C una vez linealizada se re-
duce a
kiA + koA + -+ kyAy =0, (15.17)

en donde A; es una manera abreviada de escribir Ax;.

Una variacién en una coordenada en cantidad Ax; tendrad que ser
compensada, de manera que se siga cumpliendo (15.17), con una va-
riacién en todas las coordenadas, incluyendo la propia x;, de acuerdo
a la libertad del sistema que estemos considerando. Esta variacion se-
rd, en primer orden, proporcional para cada coordenada a la magni-
tud de la correccién (es decir, a la magnitud de la traslacién, escalado,
giro... ). Sean a1, ay, ..., &, dichas constantes de proporcionalidad, de
manera que un ajuste de magnitud & produzca una variacién sobre
las coordenadas de

—N1E, —NAQE, ..., —Npk.

La variacién en la condiciéon (15.17) sera entonces
—e (kyoq + koo + -+ 4 knatn),
de donde se calcula € para que la variacién total sea cero:
kiAx; — ¢ (k10é1 + koay + -+ + knﬂén) =0.
Se obtiene
9= klei
Yaiki

Dado que los valores de k se pueden multiplicar todos por una cons-
tante arbitraria podemos elegirlos de manera que ) «;k; = 1. Si ade-

mads recordamos que, en el caso més general, todas estas expresiones
no son mas que aproximaciones de primer orden, escribimos

(15.18)

de
ani_ \

La variacién en cada coordenada es, en primer orden, el valor de ¢
multiplicado por su correspondiente —a:

A,

o B 15.1
Sae = (15.19)
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15 Cambio de los pardmetros fijos, 1I: Global

Estos son los coeficientes de la matriz M. La matriz M se puede escri-
bir entonces como

a1

a2

M = (k1 ka ... k). (15.20)

o
Recordamos la expresion a minimizar:
Tr(AZAT) = Tr {(1 ~M)E( - M)T} = Tr(I) — 2Tr(ME) + Tr(MEMT).
Como Tr(I) es fijo hay que hacer minimo

—2Tr(MX) + Tr(MEMT) = —2Tr(MZ) + Tr(EM™M).

El producto MM queda
ky oy
k
“2 (061 ny ... ocn) wZ (k1 k2 . kn) =
kn &n
ky
2y | k2
= (Z(x ) (kl kz kn)
kn

De modo que la traza a minimizar es
—2Tr ((uclk]) (0'1])) + (Z 062) Tr ((0’1]) (klk])) .

Llamamos 4 a la cantidad }_ a?. Tras operar queda la suma de las si-
guientes cantidades:

(aky —20q) (k1011 + koo1 + -+ + kno1y)
(aky —2a3) (k1021 + koopg + -+ + ky02y)

(aky — 20y) (k101 + koo + - + knOun ).
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15 Cambio de los pardmetros fijos, II: Global

Esta suma es igual que la que aparecié en la minimizacién de la
traslacién, salvo que alli se tenia “1” en lugar de cada &; y n en lu-
gar de a. Si en la suma de entonces consideramos el primer punto
repetido a; veces, el segundo a; veces, etc., y volvemos a calcular la
traza, aparecerdn w lineas iguales, después a; lineas iguales, etc., y
en cada una de ellas, en el paréntesis “grande” las cantidades ki0j1,
kooip, ... kyoy, aparecen respectivamente «aq, ay, ... &, veces. Ademads,
el ntimero total de puntos es ahora )« en lugar de n, cantidad a la
que llamaremos A. De modo que la suma quedaria

(AlX1k1 — 20(1) (a1k1(711 + aokooqp + -+ + lknkn(Tln)
(Aaoky — 200p) (@1k1021 + aokpoop + -+ + akynoay)

(Aanky —20y) (a1k1071 + akoonn + -+ + anknOun).

Dado que el 6ptimo es que todos los valores de k sean iguales
a1/A, los valores 6ptimos para las variables a;k; son «;/A. Es decir,
que el 6ptimo (minimo) para

(Aky —2a1) (kyory +kooig + -+ + ko)
(Ak2 — 20(2) (k10’21 + koooy + -+ + kn(TZn)

(Akn - 2“;1) (k10’n1 + k20n2 + te + an’nn).

se alcanza si cada k; es igual a o; / A.

Si escribimos k; — Bk’ para una constante cualquiera, es decir, rea-
lizamos un cambio de variable, los valores 6ptimos para los nuevos k;
seran los antiguos divididos por B, es decir, «;/(AB). Pero mediante
este cambio de variable cada linea de la suma queda multiplicada por
un factor B, como resultado de llevar a cabo la sustitucién en los va-
lores de k segundo paréntesis, y en lugar de A aparece AB, a lo que
llamaremos C. Multiplicar todas las lineas por una constante no afec-
ta a qué valores de k hacen minima la suma, asi que la constante B
multiplicando a todo podemos ignorarla, y hemos llegado a que los

198



15 Cambio de los pardmetros fijos, 1I: Global

valores de k; (volviendo a escribir k; en lugar de k}) que hacen minimo

(Cky — 2a1) (k1011 + koo + -+ + knoy)
(Ck2 — 2062) (k1(721 + koooy + -+ + knﬂ'zn)

(Cky — 2ay) (k101 + kO + -+« + kpouy)-

son «;/C, valga lo que valga C.
En el caso que nos ocupa C es igual a a = Y42, de modo que la

solucion es
&

ki = .

1 Z az
Con estos valores de k se cumple ) a;k; = 1, como tenia que ser pues
ya hemos supuesto esta relacién en un punto anterior del desarrollo.

(15.21)

Alternativamente al razonamiento anterior se puede volver a mi-
nimizar la suma sin mds que llevar a cabo una demostracién paralela
a la efectuada en su momento para la traslacion: Si cada k; es igual
a «;/ala suma vale

1
_E 2061'061'0'1']', (1522)

mientras que si cada uno de ellos es igual a «; 4 J; la suma anterior se

incrementa en
ay 560,

que es una cantidad positiva, pues es la varianza de la variablea ) d;x;.

La cantidad (15.22) es a veces la varianza de la variable (ayx1 +
-+ + apxy)/a o bien 1/a veces la de la variable (a1x7 + - + ayxp).
Si volvemos a minimizar las varianzas de acuerdo a la libertad que
estamos considerando, las varianzas quedardn como estan, pues ya
estdbamos en el minimo. Es decir, que esta cantidad que se resta se
hace cero. Esto significa que si las varianzas de las variables x1, x,
... X ya estan reducidas a su minimo posible de acuerdo a la libertad
del sistema la varianza de aquella cantidad es cero, lo que equivale a
decir que esa cantidad tiene un valor fijo. Es decir, la interpretacién
geométrica de la solucién 6ptima de acuerdo a la libertad considera-
da es que el sistema queda fijado definiendo un valor para la cantidad

01X1 + woxo + -+ apXxy. (15.23)

199



15 Cambio de los pardmetros fijos, II: Global

La matriz A de cambio de varianzas es

1 [ S T 4 N 47
Ay, ... QKplky

En la ecuacién (15.23) se pueden multiplicar todas las constantes «
por una cantidad arbitraria, ya que es lo mismo decir que se fija un
valor para esa cantidad que fijarlo para cualquier multiplo suyo. Po-
demos entonces tomar los valores de los #; de manera que ) 0412 =1,
con lo que ese término se elimina de (15.24).

Es digno de sefialar que la solucién no depende de los valores de
la matriz X.

La aplicacién de esto a los casos de escala libre o giro libre es in-
mediata. Si la libertad consiste en poder aplicar un factor de escala
respecto al centro de gravedad o respecto a cualquier otro punto, la
variacion de cada coordenada es proporcional a si misma, expresadas
las coordenadas respecto al punto origen del escalado. Por lo tanto
ay; = X; y ay; = Yj, lo que da la matriz ya conocida para cuando la
escala es libre, con la ventaja de que ahora hemos demostrado que
esta matriz también es vélida cuando el origen del escalado es otro
punto distinto del centro de gravedad.

Si la libertad consiste en poder aplicar un giro respecto a un punto
las variaciones proporcionales de cada coordenada son &y, = —y;,
ay, = x;i, lo que da lugar a la matriz ya encontrada para el giro.

La interpretaciéon geométrica de la definicién del sistema de coor-
denadas en uno y otro caso la obtenemos de (15.23). Si llamamos
X0, Yo a las coordenadas que tienen los puntos, y mediante x, y deno-
tamos esas mismas magnitudes entendidas como variables (por ejem-
plo, si volvemos a medir el conjunto de puntos los valores (x,y) cam-
biardn mientras que los x( e yo siguen siendo los mismos) entonces
las definiciones de los sistemas en la eleccién 6ptima para los casos
de escala y giro libres son que

Y (xox +yoy),
Y (—vox + xoy)

tengan un valor dado. Este valor serd obviamente el que tienen cuan-
do las coordenadas son iguales a (xo, ¥o), esto es, Y_r3 para la escala
y 0 para el giro.
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15 Cambio de los pardmetros fijos, 1I: Global

Estas interpretaciones son las mismas que obtuvimos unas seccio-
nes atrds segtin el sentido comuin. En el caso de la escala es ligera-
mente distinta, pues era Y_(xx + yy) = 3. Si escribimos x = x + Jy,
anal. y, ambos sumatorios son

Y (xox +yoy) = Y- (x5 +y5) + Y_(x0dx + v0dy),
Yo (xx+yy) =Y (5§ + v3) +2 Y (x0dx + yody) + Y (6% +67),

por lo que las condiciones equivalen a

Z(X05x + yoéy) =0,
2Y " (x08x +yody) + Y (63 +6;) = 0.

Ambas condiciones son iguales en primer orden, y dado que todo el
desarrollo se basa en el estudio de las varianzas de unas variables
en funcién de otras en aproximacién lineal, ambas condiciones son
iguales al efecto.

Extension a otras transformaciones

En todo el capitulo excepto en la tltima seccién se han analizado
exclusivamente precisiones en las coordenadas x, y de un conjunto de
puntos que puede admitir traslacién, rotacién y escalado. El caso de
la traslacién se puede aplicar a cualquier situacién en la que no exista
un cero absoluto y los parametros se pueden desplazar libremente, o
bien existiendo ese cero estamos interesados en las precisiones en re-
lacién a un punto; en ningtin momento de los desarrollos hicimos uso
del significado de los pardmetros «x» e «y». En particular, se puede
aplicar a una red altimétrica o mds generalmente a las coordenadas z
de un conjunto de puntos.

En cuanto a transformaciones méas complejas, el resultado de la
ultima seccion resuelve todos los casos posibles siempre que sean li-
nealizables.

Si la libertad de que goza el sistema se puede expresar en funcién
de mds de un pardmetro, por ejemplo escala y giro a la vez, si el pro-
ducto de las matrices M deducidas como 6ptimas para cada uno de
los pardmetros por separado es cero, lo que equivale a }_a;a; = 0
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15 Cambio de los pardmetros fijos, II: Global

en donde los primeros «; son los de un pardmetro y los segundos,
«}, los de otro, para cada posible pareja de parametros, entonces esta
descomposicién de las libertades es ortogonal y la optimizacién por
separado de cada una de ellas da lugar al 6ptimo conjunto. Esto es lo
que sucedi6 para la traslacion, escalado y giro. Si por el contrario esto
no es asi hay que llevar a cabo una optimizacién conjunta. Se resuelve
en el capitulo «Interpretacién geométrica».

Para calcular las nuevas precisiones a partir de las antiguas se ne-
cesita la matriz de estas ultimas: Xy, pero en ningin momento he-
mos supuesto que estas variables siguen una distribucién normal. Lo
visto en este capitulo se aplica pues a variables que pueden seguir
cualquier distribucién con la tinica diferencia de que la matriz Xxx no
vendré dada por la N~! de un planteamiento minimo cuadratico.
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16 Estimacion de la
varianza

Introduccién

La propia desviacién tipica de un conjunto de observaciones pue-
de considerarse un pardmetro a estimar. En un primer momento pa-
rece que esto complica mucho el proceso de estimacién, ya que esta-
mos considerando como incégnita la propia distribucién de los erro-
res. Sin embargo un pequefio acercamiento al problema basta para
ver que no cambia nada. Hasta ahora tenfamos

S(X1, X)) & fxg,oon Bty oo O (X1, oo X))

La funcién f que siguen las observaciones depende del valor real de
los pardmetros, y por eso escribimos fx, ... x, ({1, ..., £n). Entonces los
pardmetros (x1, ..., X, ) no se diferencian en nada de ¢ o de cualquier
otro pardmetro que describa la distribucién. Son, todos, valores en
funcién de los cuales varia f ({1, ..., {y).

Hasta ahora no hemos empleado ningtn tipo de letra particular
para las desviaciones tipicas. A partir de ahora, puesto que serdn va-
lores desconocidos que estimamos, emplearemos o para los valores
reales y o para los ajustados. Todas las ¢ vistas hasta ahora eran siem-
pre valores conocidos o.

También hasta ahora multiplicdbamos todas las ecuaciones de re-
siduo por 0p/ 0;, en donde 0y era una constante cualquiera, obtenien-
do unos residuos v’ cuyas observaciones ¢ seguian distribuciones
normales con ¢ = 0y. Ahora habréa en el ajuste, igual que antes, va-
rios grupos de observaciones del mismo tipo (con un mismo o;), de
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16 Estimacién de la varianza

desviaciones tipicas oy, 0g, ..., 0\, Pero ahora consideramos esos va-
lores como desconocidos. El caso més sencillo es aquél en el que exis-
te un sélo conjunto de observaciones o bien damos por conocidas las
relaciones de proporcionalidad entre los distintos o}, es decir, los co-
cientes 0;/0;j, aunque no conozcamos ningun o;. En estos casos po-
demos multiplicar cada ecuacién por una cantidad proporcional al
inverso de su desviacion tipica, y definimos oy como la constante de
proporcionalidad, es decir, el producto del valor que multiplica a una
ecuacion por la desviacién tipica de su observacién. De esta manera
0p es un valor real desconocido, oy. Una definicién equivalente de oy
es la desviacion tipica que tendria una observacién cuya ecuacién de
residuo multiplicarfamos por 1, es decir, a la que asignarfamos peso
unidad. Si hemos dado peso unidad a las observaciones de un gru-
po con 0 = 0, entonces la estimacién de oy coincide con la de o,.
Estudiaremos primero el caso de un oy tnico, y el caso general lo ve-
remos solo al final del capitulo. Las cantidades v y ¢ que aparezcan
seran siempre normalizadas.

0( es un parametro que puede ser cualquiera de los x;, por ejem-
plo x;, pero no emplearemos esta notacién, sino que consideraremos
0p un pardmetro a parte de los x;. De esta manera el namero 7 es el
mismo estimemos o0 no oy.

Funcién g(o3 )

La estimacién de oy es bastante distinta que la del resto de para-
metros. En primer lugar, no es una magnitud de las grandes, sino de
aquellas en las que su variabilidad es comparable al propio pardme-
tro. El resultado puede variar significativamente segtin la funcién h
que consideremos. Para la desviacién tipica, no saber nada se inter-
preta como que se considera igual de probable un valor entre 10y 12,
por ejemplo, que uno entre 20 y 24, o entre 100 y 120. Esto sucede con
las variables que tienen un significado andlogo a un factor de escala.
Entonces la funcién es

I’l(()'()) = 1/0'0. (16.1)

Este capitulo podria haberse llamado estimacién de la desviacién
tipica, pero se llama intencionadamente estimacién de la varianza.
Buscaremos estimadores centrados, funcién g e intervalos de confian-
za para la variable 03, y no para op. Los estimadores centrados son
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16 Estimacion de la varianza

distintos segtin respecto a cudl de las dos lo consideremos centrado (si
x es una variable cualquiera, no es lo mismo E[x?] que E[x]?). La razén
para considerar o3 es que esta cantidad se define como E[(x — jx)?],
es decir, la esperanza se toma sobre los cuadrados, y el resultado es
la varianza, mientras que la desviacion tipica es la raiz cuadrada de
la varianza, que no es la esperanza de nada. Por esta razén la varian-
za cumple ciertas propiedades relativas a estimaciones centradas que
no cumple la desviacién tipica. Por ejemplo, si se suman dos varia-
bles aleatorias independientes cualesquiera (no necesariamente nor-
males), de varianzas cr% y O‘%, la varianza de la variable que resulta es
07 + 05, de manera que, si para cada una de las distribuciones que
se suman tenemos una estimacion centrada para su varianza, O'% y a%,
entonces el valor 02 + 05 es una estimacion centrada de la varianza de
la variable suma, mientras que la propiedad andloga para desviacio-
nes tipicas no se cumple. Otra propiedad es que si (x1, ..., x;) son va-
riables aleatorias de media cero y (c, ..., ;) constantes cualesquiera
distintas de cero, la variable x% /o1 + -+ xi /¢y tiene una media que
podemos estimar de manera centrada mediante cr%/ 1+ -+ a,%/ Ck-
En particular podemos tomar ¢; = 0%,...,c; = o7 y entonces la esti-
macién centrada de la media es k.

Para trabajar con 63 primero tenemos que hallar la distribucién
h(o?) partiendo de la de 0. Puede demostrarse que si (og) = 1/ g
entonces 1(03) = 1/02. Emplear una variable cuya representacién
escrita incluye 2 da lugar a confusién. Por ejemplo, [03 do3 es igual
a 04/2, ya que la variable es 03. Para evitarlo emplearemos la letra t
como sinénimo de 0%. Ahora se ve claro que f tdt = t2/2. Con esta
notacion,

1
h(ed) = ~.
() =+
La funcién g segtin esta funcién h es
1 1 e N7 5
g(xlr '/ano_%) x ¥W€ 2t = RS e 2t (16.2)

Si fijamos un valor para oy, el problema de estimar los pardmetros
(X1, ..., %n) es la estimacién minimo cuadrética ya estudiada, cuyo re-
sultado es independiente de 0. Por lo tanto el hecho de estimar 67 no

modifica en nada la estimacién de X, y la solucién minimo cuadréti-
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ca sigue cumpliendo las mismas propiedades (mdxima probabilidad,
centrada directa y centrada inversa).

El valor de 03 que maximiza la probabilidad es distinto de la esti-
macién centrada, y como debe hacerse en estos casos se toma esta tlti-
ma. La estimacién de maxima probabilidad la obtenemos facilmente
derivando g respecto de t, y se obtiene

Y v?
m+2

o =

Este resultado es el que, junto con los valores (z, ..., z,) de la esti-
macién minimo cuadrética, hace méaximo el valor de g, por lo que las
regiones (n + 1)-dimensionales del espacio de puntos (x, ..., Xu, 03 )
seran mas pequefias en torno a ese punto, para una misma probabili-
dad. Pero no estamos interesados en esas regiones conjuntas, sino en
regiones independientes, por un lado para X; y por otro para 3. El
punto que maximiza g(o3 ) serd otro.

Para obtener la estimacién centrada, y también la de méxima pro-
babilidad independiente de los demds pardmetros, debemos primero
hallar la funcién g(o? ). Para ello tenemos que calcular qué «drea»
n-dimensional tiene la funcién (16.2) en cada corte por un valor de t.

&2

1 T
t —— e~ 2t dE.
$(t) e /E 7+l

El conjunto de posibles (¢y, ..., ex) es n-dimensional, y admitien-
do la aproximacién lineal es un subespacio de R™. El subespacio no
pasa por el origen en general. Supongamos que si pase por el ori-
gen. Entonces la funcién exp(— Y €%/(2t)) es, salvo por una cons-
tante, una distribucién normal multidimensional de dimensién n. La
dimensién es n y no m ya que no todos los valores (e, ..., €,) son
posibles, sino sélo un subespacio de dimensién n. Si quisiésemos po-
driamos buscar n variables combinaciones lineales de los € y que es-
tuviesen contenidas en el subespacio, de manera que el conjunto de
posibles E vendria dado por cualquier combinacién de las n nuevas
variables. La integral de la exponencial de una normal multidimen-
sional ya la hemos obtenido, y es

re?
/e‘TdE = (2m)"/2¢/2,
E
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Pero en general el subespacio E no pasa por el origen. Si tomamos
un posible E cualquiera, Ey, podemos escribir E = Eg + (E — Ey); es
decir, una constante mds un subespacio que pasa por el origen. Pero
al elevar al cuadrado,

E? = E5 + (E — Eg)? + 2Eo(E — Ep),

y aparece el término 2E((E — Eg) = 2) ¢g(e — ¢p). Sin embargo, si
tomamos Ey = V ese término desaparece. En efecto, V es el punto
de E para el cual ¥ ¢? es minimo, lo que significa que es el punto del
subespacio E mds préximo al origen, y en consecuencia el vector V
es perpendicular al subespacio, lo que a su vez quiere decir que V
es perpendicular a cualquier E — V, que expresado en funcién de las
componentes de ambos vectores es ) v(e — v) = 0. Por lo tanto,

E?=V2 4 (E- V)2 (16.3)

De esta relacion,

Y entonces

1 52 . 1 _5
g(t) s e~ T M2 = r=a e~ . (16.4)

Estimador de maxima probabilidad y centrado

El estimador de maxima probabilidad se obtiene derivando:

_Lv

,
N m—nt2

El estimador centrado para 0'% es
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Estas integrales son faciles de calcular. Hacemos el cambio de variable
Y. v%/(2t) = z, y entonces

12 )
t Y2
Y v? 1 2
—==-dt=dz = —dt = —=— dz.
212 2 Y 2
Los limites de integracién se invierten. Ahora bien, para una funcién
. z b a
cualquiera f se tiene que [ 'f = — [;'f, por lo tanto podemos man-
tener los limites como estdn si cambiamos el signo, y el signo menos
que aparece se anula con el que surge al sustituir dt, y finalmente

queda
© m—n
/ 27 2e7%dz
— 0
E[O%] A 2 /OOZ%_] e_ZdZ .
Yv* Jo

Estas integrales son de la forma fooozxe_z dz, que llamaremos IT(x).
Integrando por partes se demuestra que I1(x) = xII(x —1),six > 0,
y entonces

1 Y v?
E[03] = — £ ,  m—n>2.
#(mzn — 1)/ m =2
Sir = m—n = 2 entonces E[03] = oo, y con mds razén sir = 1.
Finalmente,
v 2
2 =E[@d]={ 2 7= (16.5)
+oo0, r<2.

Intervalos de confianza para la desviacién tipica

El paso siguiente es obtener intervalos de confianza para o3, o
lo que es lo mismo, para oy, que serdn los que queramos. Para ello
ya no es suficiente la proporcionalidad (16.4), sino que hay que ha-
llar la constante exacta. Al hacerlo aparece un término (¥ v?)" que
es bastante engorroso. Para simplificar las férmulas calcularemos los
intervalos para la variable z = Y v2/t. Si queremos la probabilidad
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para un intervalo de oy, digamos [4, b], entonces el intervalo para z
es [ v?/b%, Y v?/a?], y calculamos esta probabilidad con la expresién
que obtenemos a continuacioén.

La funcién g(z) es

g(z) 227 1e72/2,
La integral de esta funcién es 2(r/2 — 1)!, asi que
Ay S
g(Z):me = xr(2).

Por lo tanto la variable Y v?/ 03 sigue una distribucién x?.

Los intervalos de confianza para la desviacion tipica serdn de la
forma [0/ h, hop|, que ademds dan lugar a unos limites para el inter-
valo en z particularmente sencillos:

Yvi  r—2
Wt
y elintervalo en z es [2-2,h%(r — 2)], y por lo tanto
r—2
P(op € [o0/h,hog]) = X2(H(r —2)) — X? ( i ) (16.6)

Estimacién centrada geométrica

Por ser o una variable de tipo escala se podria buscar un estima-
dor centrado en el sentido de la media geométrica. La esperanza de
una variable, en este caso de o3, tiene la siguiente interpretacién: si
realizamos muchos ajustes y vamos tomando aquéllos en los que se
obtienen siempre los mismos valores observados (si eso fuese posi-
ble), y para esos ajustes realizamos la media aritmética de los valores
verdaderos 03, el limite de esa media es E[03]. Al operador andlogo
a la esperanza pero referido a la media geométrica podemos llamarlo
G, y el valor es G[03]. Con este estimador si que es indiferente tra-
bajar con 6% o con oy, ya que G[o3] = (G[op])?. Podemos abordar
el problema de su obtencién de dos maneras distintas. Por un lado
mediante la definiciéon de la media geométrica como limite,

209



16 Estimacién de la varianza

o (f s
owd) =i (Ba)

o bien trabajando con la variable log(t), y Glog | = exp(E[log(t)]).
En ambos casos se llega a las mismas integrales. El valor exacto viene
dado por una expresion un tanto complicada, pero es practicamente
igual a
rv?
Glog] = :

o9 ] —
De todos modos, el mismo razonamiento por el cual tomamos
E[03] en lugar de E[oy] aconseja la eleccién de E[o03 ] mejor que G[o3].

Precision en la estimacion de oy

Para valores pequefios de 7 la precisién con la que se estima oy es
muy mala. Asi, para r = 5 si queremos el intervalo del 90 % de pro-
babilidad tenemos que tomar & = 1,84. A continuacién se muestran
distintos valores de r y los valores de / necesarios en cada caso para
obtener el intervalo del 90 %.

r 15 10 20 30 50 100 200
h(90%)‘ 184 148 131 124 1,18 1,124 1,086

A la vista de estos valores concluimos que no se debe estimar oy
si ¥ < 30, salvo que el conocimiento que tengamos a priori sea tan
impreciso que el valor estimado sea mejor. No debemos emplear la
estimaciéon nunca por debajo de » = 10 (si el conocimiento a priori de
0p es tan malo que aun asi la estimacién en estos casos es més precisa,
entonces tenemos un problema).

Modificacién de las regiones de confianza para las magnitudes esti-
madas

El conocimiento con mayor o menor precisién de oy también afec-
ta a las regiones de confianza para todos los valores ajustados vistos
(z, l y v). Recordamos que las obtuvimos a partir de la distribucién
que seguian los valores reales estimados, que vimos que era siempre
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16 Estimacion de la varianza

una normal multidimensional cuya matriz X era siempre la constan-
te 04 multiplicada por otra matriz; por ejemplo, Zxx = 05 N~1. Ahora
03 yano es conocido, sino que sigue una cierta distribucién. Por la de-
finicién de o2 de una variable cualquiera como una esperanza, y por
ser a% una estimacién centrada, se cumple Xyx = 0’% N1, y anéloga-
mente para las demds matrices. Sin embargo Xz, etc., son matrices
«directas», es decir, no son estimaciones, y siguen siendo cr% N1 etc.
El desconocimiento de 0'%, y en consecuencia de las matrices Xz, etc.,
no importa mucho, ya que estas matrices no tienen ningtn interés
tras el ajuste. Tienen interés en la fase de disefio, cuando se estudia el
problema en sentido directo, para ver cudles son las probabilidades
de comisién de errores en los valores ajustados, y se trabajard (si es
que existe la fase de disefio) con un valor concreto de oy.

03 serd igual a co3, para una constante ¢ desconocida, y también
02 = co? para cualquier varianza estimada. Si conociésemos el valor
de c sabriamos que la probabilidad de que los valores reales de un
conjunto de 4 magnitudes estimadas estuviesen dentro de la elipse (o
su equivalente d-dimensional) de semiejes ko;, parai = 1,...,d, serfa
X;(k*/c).

El valor ¢ = 03/03 sigue una distribucién que podemos obtener
a partir de la de 03. Sin embargo las expresiones serdn mds sencillas
si definimos ¢ como el inverso de ese valor, es decir,

2
C:ﬂ: Evz —_= = .
o5 (r—2)053 r—2

Sabiendo que z ~ x? se puede demostrar que

g(e) = (r=2)x7((r - 2)c),
y entonces la probabilidad para la region d-dimensional de semiejes
ko; es

P, (k) = /O X3 (k) (r — 2)x2((r — 2)¢) de. (16.7)

Se cumple, como no podia ser de otra manera, lim P,(k) = X3(k?).
r—0oo

Normalmente estaremos interesados en d = 1 (intervalos) y d = 2
(elipses). Para d = 1 la funcién P;(k) estd relacionada con la t de
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Student de r grados de libertad:

k r
Py (k) = /7]{ bdx, k= /—Tok (16.8)
y para d = 2 se puede demostrar que
kz —r/2
Py(k) =1— (1 + m) . (16.9)

A continuacion mostramos las probabilidades Py (k) y P (k) en
tanto por ciento para distintos valores de r, asi como el valor de k
para el cual se tiene una probabilidad del 95,5 %.

d=1

KN\NF| 10 20 30 50 100 200 oo
1 | 710 69,6 69,1 688 685 684 68,3
15| 87,5 870 86,9 86,8 86,7 86,7 86,6
2 |1 951 952 953 953 954 954 9545
23| 972 97,5 97,6 97,7 97,8 97,8 97,9

k(95,5%) | 2,05 2,03 2,02 2,01 2,01 2,01 2,00

KN 10 20 30 50 100 200 oo
1 | 445 41,8 409 403 39,8 39,6 39,3
1,5 71,0 69,2 68,6 682 67,9 67,7 67,5
2 | 86,8 86,6 865 86,5 86,5 86,5 86,5
25| 944 949 951 953 955 955 95,6
28| 96,7 97,3 97,5 97,7 97,9 97,9 98,0

k(955%) | 2,62 2,56 2,54 2,52 250 2,50 2,49

Vemos que los valores de k para la probabilidad del 95,5 % apenas
varfan. Podemos tomar siempre k = 2 parad = 1yk = 2,5parad =2,
salvo tal vez para d = 2, r = 10, en donde la diferencia ya puede ser
apreciable.

En la férmula (16.7) el factor X5 (ck?) es el que corresponde al tipo
de regiones cuya probabilidad queremos obtener. Si quisiésemos por
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16 Estimacion de la varianza

ejemplo la probabilidad en un circulo de radio k, y denotando por
C(k) la probabilidad para un radio k si oy fuese conocida e igual a oy,
entonces en lugar de X3(ck?) deberiamos emplear C(+/ck).

Combinacion de varias estimaciones de la varianza

Es muy habitual realizar un ajuste con un cierto niimero de redun-
dancias, r1,” obteniendo una estimacién 0(2)1, y disponer de otro valor

o3, de otro ajuste con r, redundancias. En estos casos podemos com-
binar ambas estimaciones para obtener un nuevo valor, que equivale
a una estimacién de un ajuste con rq + r, redundancias. Para poder
obrar asi en primer lugar las dos estimaciones tienen que serlo del
mismo valor o3. Esto significa que en los dos ajustes tenemos que
haber asignado peso 1 a observaciones con la misma desviacion tipi-
ca (la desconocida oy). Esta condicién se cumple, por ejemplo, si en
ambos ajustes hemos asignado peso 1 a las observaciones de lectura
horizontal, y en ese caso ademds oy = o,; 0 si hemos dividido ambos
conjuntos de ecuaciones por el mismo valor. En resumen, dos ajustes
tienen el mismo oy si hemos aplicado los mismos pesos a ecuaciones
correspondientes a observaciones de igual, aunque desconocida, des-
viacién tipica.

Dos ajustes independientes podemos pensarlos, si asi nos convie-
ne, como uno Unico, ya que nada cambia. Simplemente las matrices
A y N tendrédn bloques de ceros, y los bloques correspondientes a
cada uno de los ajustes originales no se operan nunca entre si. Con es-
ta interpretacién obtenemos inmediatamente la estimacién centrada

conjunta para o3

2 2
2 ioq_ Lot (i —2)og; + (2 —2)g,
5 =E[o5] = = .
r—2 r14+r—2
Y en general si disponemos de k valores o7, de otros tantos ajustes,
entonces obtenemos una nueva estimacion de la forma
Z(”i - 2)‘751‘

2 _
b= =g (16.10)

“Estamos modificando ligeramente la notacién. Ahora r; no se refiere a la redun-
dancia de la observacion ¢;, sino a la redundancia total del ajuste i.
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16 Estimacién de la varianza

Este valor o3 es la nueva estimacién que sustituye a las anteriores,
y por tanto es el que se tomara para calcular las regiones de confianza,
con un valor de la redundancia r = }_r;.

Aclaracion sobre la estimaciéon 03 =Yu/r

Muchas veces se estima O'% Ccomo Zuz/ r. Esté tan extendido este
método que debemos dar aqui una explicacién, aun a riesgo de crear
confusiéon donde no deberfa haberla. Este valor surge en el estudio di-
recto, y por tanto no sirve de nada en la estimacién. Hemos demostra-
do (cap. 10) que, para unos valores reales concretos, cada v; sigue una
distribucién N(0, 0v,), siendo 02y, = 7,03, de modo que E[v?] = r;02.
Y dado que ) r; = r, entonces

2

@ = 3. (16.11)
Més atin, puede demostrarse que la variable Y_v%/ 03 sigue una
distribucién x2. Este resultado debe compararse con el obtenido en
la p. 209, en donde demostramos que Y v?*/03 ~ x?2. Sin embargo
son dos resultados totalmente distintos. En el de entonces la varia-
ble es o, mientras que }_v* es una cantidad fija; hemos obtenido
unos valores de v y no sabemos el valor de 03, pero sabemos que
sus probabilidades vienen dadas por ¥ v?/ 0'% ~ x2. En el resultado
de ahora partimos de unos valores reales, por lo tanto o3 es fijo, y ex-
presamos que si realizamos muchos conjuntos de observaciones los
conjuntos de residuos que se obtendran cumplen Y v%/03 ~ x2. Da-

do que o3 = Y v?/(r —2),

resultado directo: o3 cumple (r —2)-2 ~ x2. (16.12)

~ X2 (16.13)

2
%
2
%0
02
resultado inverso: o5 cumple (r —2) —g
o
0

Es otro caso en el que para el estimador minimo cuadratico las fun-
ciones de distribucién directas e inversas casi coinciden (aunque no

seria asi si hubiésemos considerado otra funcién k). Sin embargo hay
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16 Estimacion de la varianza

una diferencia mayor que en los otros casos casi coincidentes vistos
hasta ahora. En el resultado directo la variable, 0(2), aparece en el nu-
merador, asi que salvo por la constante (r —2) / 0% es la funcion f (0’% ).
En el resultado inverso, sin embargo, la variable estd en el denomina-
dor, de modo que no es en absoluto g(o3 ). Para obtener esta tltima
tendriamos que efectuar un cambio de variable, llegando a una ex-
presién algo méds complicada (en realidad es al revés: primero obtuvi-
mos la funcién g(o3 ), y mediante el cambio de variable z = Y_v%/ 03
llegamos a z ~ x2). Esta diferencia conlleva que las estimaciones cen-
tradas directa e inversa no coincidan. La estimacién centrada directa
es Y_v?/r, mientras que la centrada inversa, o simplemente centrada,
es Y v2/(r —2).

Debido a la casi coincidencia, la probabilidad de que el valor es-
timado sea menor que o(/h es la misma que la de que el valor real
sea mayor que hoy, lo que en general no seria cierto. P(og < 09/h) =
P(op > hog) = 1 —X2((r —2)/h?) (cf. (16.6)).

Si tomésemos o3 igual a Y_v%/r, ademds de no ser una estimacién
centrada los valores de k(95,5%) de unas pédginas atrds habria que
multiplicarlos todos por r/(r — 2), por lo que las diferencias respecto
a los valores 2 y 2,5 serfan considerables para pequefios valores de 7.

k(95 %)
AN 10 20 30 50 100 200 oo
1 | 229 214 2,09 206 2,03 2,02 2,00
2 | 293 2,70 262 257 253 2,51 249

Estimacién de varias varianzas en un ajuste

Hasta ahora hemos estudiado la estimacién de un tnico oy. En el
caso mds general tenemos varios conjuntos de ecuaciones correspon-
dientes a observaciones con desviaciones tipicas oy, 0g, ..., 0) desco-
nocidas. El problema es bastante mas complicado, ya que la deter-
minacién de los valores ajustados de los demds parametros no es in-
dependiente de la de las distintas o, ya que si la relacién entre las
desviaciones tipicas de dos conjuntos de ecuaciones cambia enton-
ces la estimacion de los valores ajustados cambia. La manera de ob-
tener la solucién es mediante un proceso iterativo. Tomamos unos
valores aproximados o, 0 TBo - Ong Y multiplicamos las ecuaciones
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de residuo por cantidades inversamente proporcionales a ellas. Es-
tas cantidades serdn op, /0y, ..., 0pp /o). El problema es pues estimar
00w, 00p, ---, O0A- Una vez resuelto el ajuste calculamos unos valores
aproximados para oy, 00Bs -+ » O0A de la forma

2
_ . |LZe _ X _ [ E4%
Tno T\ a2 T T T\
(16.14)

Para cada desviacion tipica el sumatorio esta extendido a los residuos
de sus observaciones correspondientes, y la redundancia por la que
se divide es la suma de las redundancias de ese mismo conjunto de
observaciones. El cociente de estos valores obtenidos entre las cons-
tantes por las que hemos multiplicado cada conjunto de ecuaciones
proporciona unos nuevos valores 0, , 0p,, .., 05 - Tras varios ajustes
el proceso converge.
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El capitulo 7 deja claro el método a seguir para plantear las ecua-
ciones de residuo: se escogen tantos pardmetros como sean necesarios
para expresar todas las magnitudes observadas y se plantean dichas
expresiones. Posteriormente se linealiza y se resuelve. Sucede que a
veces el nimero de pardmetros es muy grande pero mediante una
adecuada agrupacién de residuos se pueden disminuir considerable-
mente. Otras veces la linealizacion es laboriosa y es més facil sustituir
la férmula exacta antes de linealizar por otra que puede servir sin in-
troducir error importante. Por tltimo, otras veces lo mas complicado
de todo el ajuste es la obtencién de unos valores aproximados sufi-
cientemente buenos como para que el proceso iterativo converja a la
solucién correcta.

Agrupacién exacta de residuos, I. Transformacién de coordenadas

En el célculo de una transformacién de coordenadas entre dos con-
juntos de puntos las observaciones son las coordenadas de todos los
puntos en los dos sistemas. Los pardmetros necesarios para expresar
esas observaciones son los pardmetros de la transformacién mas las
coordenadas de todos los puntos en alguno de los dos sistemas. Si se
quiere por ejemplo calcular una transformacién de semejanza plana
y el ntimero de puntos para ello es de 40, el niimero de parametros
necesarios es 4 + 2-40, y la expresion de los residuos de cada una de
las coordenadas de un punto en ambos sistemas en funcién de estos
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parametros es

Uy, = X1 — 21,
'Uyl =Y1—Y1,
vx, = Xp — A(cosa(z1 — Tx) —sina(y; — Ty)),
vy, = Yo — A(sina(zy — Tx) 4+ cosa(y; — Ty)).

La interpretacién geométrica del problema permite agrupar estos
cuatro residuos en uno solo. Sea p el transformado al sistema 2 de
un punto del sistema 1 y g el correspondiente punto en el sistema 2,
y sea d la distancia entre ambos puntos. Supongamos que sabemos
de antemano que el factor de escala serd ~ 1 y que las precisiones de
los puntos son similares en ambos sistemas. En estas circunstancias el
punto ajustado en coordenadas del sistema 2 estara en el punto medio
entre p y g, y la suma de los cuadrados de los residuos asociados a
ese punto serd 2(d/2)2. Para el punto en el sistema 2 est4 claro que
v,zcz + v§2 = (d/2)?. Para el punto 1, si bien las componentes vy, y vy,
no son las componentes (x,y) del segmento d/2 que hay entre p y el
punto ajustado, debido al giro de la transformacién, la suma de los
cuadrados es la misma.

Si las precisiones de los puntos en un sistema y otro son distintas
o el factor de escala es muy distinto de 1 el punto ajustado en el siste-
ma 2 no estard en el punto medio de p y g sino a una cierta relacién de
distancias de uno y otro, en funcién de la relacién entre las precisio-
nes de ambos: la del punto g es la precisién del punto en el sistema 2
y la del punto p la del sistema 1 multiplicada por el factor de escala
que pasa de 1 a 2. Si esa relacién de distancias es de k, entre p y el
punto, y 1 — k, entre el punto y g, se tiene que

1
U:%l + U§1 + UJZCz + U;z 7] (ﬁkz + (1 ™ k)2> d> =Kd?

para cierta constante k'. Si las precisiones de los puntos son similares
dentro de cada sistema o al menos mantienen para cada punto una
misma relacién de precisiones entre uno y otro sistema, la constante k’
serd la misma para todos los puntos y su valor exacto no importa ya
que la solucién minimo cuadrdtica va a ser en cualquier caso la que
haga minimo ) 2.
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Para expresar d> para cada punto son suficientes los pardmetros
de transformacion:

42 :<x2 — A(cosa(zy — Ty) —sina(y; — Ty)))2
+ (yz — A(sina(zy — Tx) + cosa(y; — Ty)))>

Con lo que de los 84 pardmetros originales se han eliminado 80. Esta
expresion se puede simplificar si se consideran coordenadas respecto
al centro de gravedad, como se vio en el capitulo 12.

II. Circunferencia

p Vamos a ver otro ejemplo de elimina-
vy cién de los parametros coordenada. Su-
¥ pongamos que se midieron las coordena-
das de un conjunto de puntos sobre una
A\ circunferencia con el objeto de definirla.
Suponemos que la medida de cada coor-
denada sigue una distribucién normal y
es independiente de la otra coordenada y
de las medidas de los otros puntos.

Para expresar cada uno de los resi-
duos, que en este ejemplo son los correspondientes a las coordena-
das de los puntos, son necesarios pardmetros que definan la posicién
de cada punto medido sobre la circunferencia. Para eso se pueden
tomar las coordenadas del centro de la circunferencia, su radio y un
dngulo 6 para cada punto contado a partir de una direccién fija, por
ejemplo el sentido positivo del eje x. De esta manera las coordenadas
ajustadas de cada punto son

z; =z, + rcosb;, Y = Yo+ rsindb;,

siendo (xc,y.) las coordenadas del centro de la circunferencia y r su
radio. Si el ntimero de puntos medidos es n el ntimero de pardmetros
necesarios para determinar el problema es pues 3 + n.

Sin embargo podemos eliminar los pardmetros ¢; si observamos
que el punto ajustado para cada punto observado serd evidentemente
el punto de la circunferencia que mds préximo le quede, y esto es la
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interseccion de la circunferencia con la
vy recta que une su centro con el punto ob-
servado (siendo mas precisos, con el pun-
to con coordenadas iguales a las observa-
/N das, ya que el punto observado se encuen-
tra por hipétesis sobre la circunferencia).
Si la distancia del punto observado a la
circunferencia es d se tendra v} + vy = d°.
Sea ademds 7’ la distancia por coordena-
das del punto observado (x,y) al centro
de la circunferencia. Se tiene entonces

2
vi vy =d = (r’—r)2: (\/(x—wc)2+(x—yc)2—r> ,
y el pardmetro 6 ha desaparecido.

Agrupacién modificada de residuos, I. Circunferencia

Podemos intentar modificar la tltima ecuacién de la siguiente for-
ma:

& = (x =2+ (= w)? =2/ (r = e 4 (r - 9e)? + 72
~ (x — .'I:C)2 +(y— yc)2 —2r2 492 = (x — :1:6)2 + (y — yc)2 — 72,

Pero asi llegamos a una cantidad que es negativa si el punto observa-
do queda dentro de la circunferencia ajustada y mas negativa cuanto
mayor sea 7, lo que no puede ser para el cuadrado de un residuo. La
razén de que una pequefia aproximacion dé lugar a este resultado
erréneo es que en la expresién del término independiente de un resi-
duo, lo que llamamos L, no se pueden llevar a cabo simplificaciones,
como ya se explicé en su momento. En este caso se ha modificado un
término que participa en el valor de L.

Es posible una simplificacién de la siguiente manera: Si el punto
observado queda exactamente sobre la circunferencia ajustada se ten-
dré 2 — r> = 0, si queda dentro se tendra 2 — r> < 0y si queda
fuera r"2 — r?> > 0. Podemos entonces tomar estas cantidades como si
fuesen los residuos a minimizar y obtener la solucién que minimice
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2 S .
Y. (2 — r?)”. Para compararla con la solucién minimo cuadratica hay
que relacionar las cantidades que se minimizan en uno y otro caso:

("2 =) = ((/ =1 (" +7)"

La solucién minimo cuadrética rigurosa minimiza Y(#' — r)?, de mo-
do que la solucién que proponemos ahora es como la solucién mini-
mo cuadrética aplicando a cada punto un peso igual a (¥’ +r)%. Como
los puntos estan sobre la circunferencia las cantidades (' + r) serdn
practicamente iguales para todos los puntos, por lo que no habra di-
ferencia apreciable entre ambas soluciones.

Expresado en funcién de los parametros (x., y, ), las cantidades
que hacen de residuos en esta solucién son

(x—x)2+ (y—ye)* — 1%,

expresion que es més sencilla que los residuos originales y en la que
no intervienen raices cuadradas.

II. Coplanaridad

Para el calculo de
) la orientaciéon relativa
2 de dos fotografias en
fotogrametria se tienen
como observaciones las
fotocoordenadas de los
puntos comunes en una
y otra foto. La orienta-
cién de cada una de las
(XY, Z)a dos fotografias viene da-
da por las coordenadas
de su centro de proyeccién y su matriz de rotacioén, de modo que se
tienen (X,Y,Z,M); y (X,Y,Z,M),. M; y M, son las matrices de ro-
tacién, cada una de las cuales se expresa en funcién de tres pardme-
tros independientes. Se pueden tomar como valores fijos arbitrarios
(X,Y,Z); = (0,0,0), M; =1y X, = 1, por ejemplo. Hay que obtener
entonces Yo, Zp y My.

(X,Y,Z,M), v (X,Y,Z,M
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. Los pardmetros nece-
(XY, Z,M); Vv (X,Y,Z,M), sarios para expresar to-
G 7 dos los residuos son los

cinco necesarios para
(Yg, ZQ, Mg) mas las co-
ordenadas (X,Y,Z) de
cada punto. Si el ndme-
ro de puntos es n esto
(X,Y,Z)a significa 5 + 3n. Sin em-

bargo se pueden agru-

par los cuatro residuos correspondientes a cada punto (dos fotocoor-
denadas en la primera foto y otras dos en la segunda) en una tnica
cantidad. Sean (x1,y1) las fotocoordenadas en la primera foto, (x2, ¥2)
en la segunda y f la distancia desde el centro de proyeccién de las fo-

tografias al plano de las mismas (distancia focal). Los vectores 7, U1
y U, deberian ser coplanarios y por ello su producto mixto igual a
cero. La diferencia a cero de dicho producto se puede tomar como un
residuo combinado de los cuatro residuos. Es lo que se conoce como
condicién de coplanaridad.

Para plantear el producto mixto hay que expresar los vectores en
un mismo sistema de coordenadas, el que sea. Si escogemos el de
la primera fotografia (recuérdese que se ha hecho M; = I) los an-
teriores vectores tienen por coordenadas (Xp,Y2,7Z2), (x1,y1,—f) ¥
(x2,y2, — f)My. El producto mixto viene expresado por el determinan-
te formado por los tres vectores. En este determinante ya no aparecen
las coordenadas del punto, por lo que una vez mas se han eliminado
del conjunto de pardmetros necesarios para la solucién las coordena-
das de los puntos.

Un analisis geométrico muestra que si los planos de las fotogra-
ffas coinciden la minimizacién de los determinantes equivale a la so-
lucién minimo cuadratica.

Falsa linealizacién, I. Transformacién proyectiva

La transformacion proyectiva es la transformacién plana mds ge-
neral que transforma rectas en rectas. Viene dada por el siguiente par
de férmulas:
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o = a1x +axy +as

ax+oy+1’
Y- b1x+b2y+b3
Y ax+eoy+1’

(17.1)

Para calcular los pardmetros de la transformacién es necesario co-
nocer al menos cuatro puntos en uno y otro sistemas. Si se tienen més
se puede proceder a un ajuste minimo cuadrético. Los residuos para
cada punto son en rigor x —z, y — y, X' — 2’ e y — v/, pero segun lo
visto unas secciones atrds podemos sustituirlos por x’ — x” ey’ — "
siendo (x”,y") el transformado del punto observado (x,y) de acuer-
do a los pardmetros de la transformacién.

Con esto eliminamos los pardmetros coordenada de todos los pun-
tos restando para el ajuste inicamente los ocho pardmetros de la pro-
yeccién. Sin embargo las ecuaciones de residuo siguen sin ser lineales
ni, aun sin serlo, admiten una solucién tan sencilla como en el caso
de la semejanza. Las ecuaciones se pueden linealizar facilmente en
un proceso al que podemos llamar falsa linealizacién. No porque la
linealizacién sea falsa o inexacta, sino porque son falsos los residuos
derivan de ello:

x'(c1x + ey + 1) = ayx + apy + a3,
v (c1x+ oy +1) = bix + boy + bs;
de donde

vy = xa1 +yap +az — xx'c; —yx'cy — ¥/,
/

, , (17.2)
vy:xb1+yb2+b3—xycl—yycz—y.

Las cantidades anteriores son falsos residuos porque son iguales
a los residuos originales x’ — x”, ' — iy’ multiplicados por la canti-
dad cqx + coy + 1. Minimizar los falsos residuos (e.d., la suma de sus
cuadrados) equivale a aplicar pesos a los residuos originales. Si la
proyectividad es «pequefia», en el sentido de que se aparta poco de
una transformacién afin y con ello las cantidades c1x + ¢,y son siem-
pre muy pequefias, los pesos aplicados serdn parecidos para todos
los puntos y el resultado del ajuste serd practicamente igual que el
minimo cuadrético riguroso. Aun no siendo asi puede no merecer la
pena realizar el ajuste sin linealizar; en cada caso habrd que analizar
la geometria de los puntos para ver si es permisible la linealizacién
0 no.
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II. Interseccién directa fotogramétrica

Vamos a ver otro ejemplo de falsa linealizacién. Supongamos que
disponemos de dos fotografias de orientacién conocida y queremos
calcular las coordenadas de un punto que aparece en ambas. Sean
(x1,11) v (x2,¥2) las fotocoordenadas del punto en una y otra foto-
grafias. Se pueden calcular las rectas que pasan por cada uno de esos
puntos y el centro de proyeccién correspondiente y tomar como so-
lucién el punto medio de la perpendicular comdn a ambas. Si el eje
Optico de las fotografias es aproximadamente vertical se puede tomar
en lugar de la perpendicular comtin el segmento horizontal de menor
longitud que enlaza ambas rectas. Ademads de ser més facil el célcu-
lo de este segmento que la perpendicular comtn, la horizontal mini-
ma responde mejor al principio de minimizacién de residuos, pues
las medidas se efectian sobre los planos de las fotografias, que son
horizontales. La soluciéon minimo cuadrética no estard exactamente
en el punto medio de ese segmento sino ligeramente més alejada de
los puntos de toma, ya que aunque el segmento horizontal, en una
posiciéon més alejada del minimo, sea mayor, al estar mas alejado su
proyeccién sobre las fotografias serd menor. Esto se cumplira si la
separacién del segmento minimo es muy pequefia, ya que la propia
longitud del segmento apenas variard, por estar en el entorno del mi-
nimo, pero si lo hard su proyeccién sobre los planos de las fotografias.

Si una fotografia estd muy girada respecto a la otra no se puede
adoptar la solucién anterior. La solucién minimo cuadratica minimi-
za los residuos de las fotocoordenadas x1, y1, X2 € yy:

e 7fm11(X*X1)+m12(Y*Y1)+m13(Zle)

mz1 (X —X1) +mzp (Y = Y1) + my3(Z—Zy) (17.3)
gy = —pr(X = X) +mp(Y =) + ms(Z— Z1)

mzy (X —Xy) +mz(Y —Yq) +m33(Z—Zy)’

y otro par andlogo para las fotocoordenadas en la segunda fotografia.
En estas ecuaciones las tnicas incégnitas son X, Y, Z. Todo lo demas
son valores conocidos u observados.

Pasando los denominadores al otro miembro y desarrollando to-
do, y agrupando los ntimeros que multipliquen a X, Y o Z, se llegara
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a expresiones de la forma

=a1 — (b1X+C1Y+d12 ,
=ap; — (bzx + Y +dyZ
= a3 — (ng + C3Y + d3Z
Uyy = 4 — (b X + cyY +dyZ).

)
)/
) (17.4)
)

7

La solucién por minimos cuadrados de este sistema dard un punto
ajustado (X,Y,Z).

Los residuos anteriores son los residuos originales multiplicados
por el denominador de las fracciones en (17.3). Este denominador es
la coordenada Z del punto en el sistema de la fotografia; es decir, lo
que se suele llamar la distancia del punto a la fotografia. Por tanto lo
que se minimiza no son los residuos sobre la fotografia sino los seg-
mentos paralelos a esos pero situados donde el punto (X,Y,72), y es
por tanto el andlogo al minimo segmento horizontal entre las rectas
proyectivas en el caso de ejes Opticos verticales. Si el punto estd a una
distancia parecida de ambas fotografias no habra diferencia aprecia-
ble entre una y otra solucién. Aun cuando se encuentre a la mitad
de distancia de una fotograffa que de la otra la solucién sera perfec-
tamente valida. Mds atin, es muy probable que si una fotografia se
encuentra més cerca del objeto que la otra sus pardmetros de orienta-
cién se conozcan con una precisién proporcionalmente mejor, por lo
que la solucién minimo cuadratica rigurosa resulta ser la de la falsa
linealizacion.

Valga esto para recordar una vez més que la solucién minimo cua-
dratica no se emplea muchas veces porque sea la mas adecuada desde
un punto de vista tedrico sino porque es la mas fécil de calcular, y si
resulta que en algunos problemas encontramos otras soluciones mas
faciles que aquella no hay razén para no emplearlas mientras arro-
jen soluciones correctas, y en algunos casos pueden ser incluso mds
correctas que la solucién minimo cuadratica.

Linealizacion forzada, I. Rotacién 3D
Vamos a abordar ahora el problema de obtener valores aproxima-

dos cuando ello es dificil y ver cémo se puede hacer més facil median-
te uno de esos atajos.
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Supongamos que queremos obtener los parametros a,b, ¢ de una
transformacién plana definida de la siguiente manera:

x' = xa+yb + xyab + x*yc(b? — 24%),
Y = xc +ya+ xyac + y*xb(c® — 24°).

Si por la naturaleza del problema las componentes de segundo
orden y mayores van a ser muy pequenas se pueden calcular valo-
res aproximados para 4, b y c empleando solamente las componentes
de primer orden de la transformacién, como si las de segundo orden
no existiesen. Si esto no es asi habra que buscar otra solucién. Una
manera posible de hallar los pardmetros consiste en calcular de ma-
nera independiente cada una de las combinaciones de los pardmetros
a,b, c que aparecen en las ecuaciones de transformacién. En este caso
esto significa hacer

a=A, b =B, c=0¢C, ab=D,
ac=E, c(b*—24%) =F, b(c* —24%) =G.

Tomando 4 o méas puntos se resuelve el sistema lineal por minimos
cuadrados:

Xy = x1A +y1B + x1y1D + 23y F,

y/l =x1C+y1A+xy1E+ y%le,

X = XA + 2B + x212D + x3yF,
etc.

El sistema es lineal porque las incégnitas son A, B, ... G. Lo demas
son las coordenadas de los puntos; para cada punto dos ecuaciones.

Una vez resuelto se puede tomara = A, b = By c = C. Estos va-
lores no pueden ser la solucién final ya que eso equivale a ignorar las
relaciones entre los pardmetros A ... G. Empleando otro de estos en
lugar de, o junto con, A, B o C para la estimacion de a, b y ¢ se obten-
drian otros valores para estos tltimos. Los valores de estos tres para-
metros, se obtengan como se obtengan, han de tomarse como punto
de partida para una solucién rigurosa.

Al contrario de las linealizaciones que dan lugar a falsos residuos,
que son transformaciones matematicas exactas, la linealizacién forza-
da no se puede emplear para sustituir las ecuaciones originales por
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otras y resolver el sistema nuevo en lugar del original. Es sin embargo
un método muy util para obtener valores aproximados en multitud
de problemas en los que las relaciones entre observaciones y parame-
tros son complicadas y no hay manera de saber a priori cudles pueden
ser aproximadamente los valores de los pardmetros.

Uno de esos problemas es la obtencién de la rotacion tridimensio-
nal que pasa de un conjunto de puntos a otro. La solucién 6ptima a
este problema se vio en el capitulo 13, pero para poder calcular esa
solucién es necesaria una matriz de giro aproximada. Ya se apunté
en su momento la linealizacién forzada como solucién aunque no se
mencionara esta expresion. Se calculan los nueve ndmeros de la ma-
triz como si fuesen independientes:

!

X1 = X1 — rey1 +r13z1,
/

Y1 = 121X1 — 22Y1 + 12321,
!

Z] = r31X1 — r32y1 +¥3327.

Con tres puntos conocidos en uno y otro sistemas se pueden obte-
ner los nueve valores. Obsérvese que las ecuaciones para x’, y' y 2’
son independientes entre si, de modo que no es necesario resolver un
sistema de 9 ecuaciones con 9 incégnitas sino 3 sistemas con 3 incég-
nitas cada uno. Si se dispone de mas puntos se puede llevar a cabo
un ajuste minimo cuadratico.

Una vez obtenidos los nueve valores hay que proceder a modifi-
carlos de manera que la matriz que forman sea una matriz de rota-
cién. Habrad que procurar que las modificaciones sean pequefias. Se
desarrolla a continuacién un posible procedimiento. Sean

fi = (rmurors), fo= (o),  f3=(r31,13,73).

En primer lugar ajustamos el médulo de f3 a 1, dividiendo cada una
de sus componentes por |f3|. A continuacién sumaremos a f1 y f»
sendos multiplos de f3, ya modificado, de manera que el resultado
pase a ser perpendicular a f3:

fi—= fi=fitkifs, fo= fr=fatkafs;

0=fifs=fifsthkifsfs = fifs + k1,
de donde k1 = —f; f3 y andlogamente kp = — f» f3.
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Posteriormente hacemos el médulo de f; igual a 1, dividiendo ca-
da componente por su médulo. Una vez hecho esto modificamos f;
sumandole un multiplo de f; de manera que el resultado sea ortogo-
nal a f]. Tal modificacién no altera la ortogonalidad entre f{ y f3 ya
que si tanto f] como f} son perpendiculares a f3, cualquier combina-
cién lineal de ellos también lo es:

fi=fA=ft+tkfy = O0=ffh=fh+k, ks=-fifs.

Por ultimo ajustamos el médulo de f{" a 1.

II. Coplanaridad

La linealizacién forzada se emplea para obtener los valores inicia-
les para una orientacién relativa de dos fotografias. En primer lugar
se agrupan residuos mediante la condicién de coplanaridad como se
explicé anteriormente. Como resultado de este agrupamiento apare-
cen los residuos agrupados: v =

+(mpZ —mY)pxqx  +(mpZ —mpY)prqy —(mzZ—msY)py

+(mX —mnZ)pygy  +(mpX—muZ)pyqy —(mzX—mzZ)py

—(mY —mpX)gx  —(mnY —muX)qy  +(mzY —m3X)

(17.5)

En donde (X,Y,Z) son las coordenadas de un centro de proyeccién
respecto al otro, en el sistema de coordenadas de una de las dos fo-
tografias, a la que llamaremos la primera, siendo la otra la segunda;
myq ... m33 son las componentes de la matriz de rotacién que aplicada
de la forma x’ = Mx transforma un vector x del sistema de coordena-
das de la primera fotografia al correspondiente x” en el sistema de la
segunda. Por tltimo (py, py) son las fotocoordenadas (x,y) del pun-
to en la primera fotografia divididas por la focal f y andlogamente
(9x,qy) las fotocoordenadas en la segunda fotografia divididas por f.
Se tiene una ecuacién de residuo como esta para cada punto.

La linealizacién forzada en este problema consiste en tratar las 9
cantidades (m12Z — m13Y)... (msY — m3pX) como si fuesen indepen-
dientes: Lj... Lg. Las ecuaciones de residuo son entonces lineales y se
resuelve el ajuste minimo cuadratico sin necesidad de obtener unos
valores aproximados previos, lo que seria dificil y es precisamente la
razén de que se emplee la linealizacién forzada.
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En la orientacién relativa de dos fotografias la escala es libre, por
lo que hay que fijar arbitrariamente algtin pardmetro que defina la es-
cala. En el ejemplo de unas secciones atras se fijo X = 1. Esta libertad
se ve reflejada en las ecuaciones de residuo en el hecho de que si se
multiplican las coordenadas X, Y, Z por un nidmero todos los residuos
se multiplican por ese mismo ntimero. En el ajuste tras la linealiza-
cién forzada los pardmetros son Lj... Lg, que al igual que X,Y,Z se
multiplican todos por una constante si X, Y, Z se multiplican por esa
misma constante. Por lo tanto se pueden multiplicar todos por una
constante variando asf la escala del modelo y hay que fijar uno de
ellos para el ajuste, por ejemplo Lg = 1, quedando ocho pardmetros
para calcular. La constante por la que se multiplican todos los valo-
res de L puede ser incluso negativa, al menos de cara al ajuste, por
lo que no tiene sentido plantear si las coordenadas (X,Y,Z) son del
fotograma segundo respecto al primero o viceversa.

En la linealizacion forzada aparecen dos problemas. Uno de ellos
es que una pequefia variacién de uno de los pardmetros de verdad
(los originales antes de la linealizacién) puede provocar una varia-
cién muy grande de uno de los parametros recombinados (los llama-
remos asi porque cada uno de ellos es una combinacién de los origi-
nales) o viceversa. Cuando esto es asi suele haber una divisién por
un ndmero cercano a cero. Este no es un problema exclusivo de la
linealizacién forzada y tiene que ver en general con una eleccién de
pardmetros adecuada a la geometria del problema. En la seccién an-
terior, por ejemplo, en donde se tomé como referencia la fila tercera
de la matriz obtenida para modificar las filas primera y segunda, esto
podria dar lugar a una alteracién muy grande de la matriz si resulta
que la fila tercera tenfa un médulo muy pequefio. Es mejor por tanto
tomar como referencia la fila con mayor médulo. En el ejemplo que
nos ocupa ahora la eleccién problematica es la del parametro L que
se fija. Hemos propuesto a modo de ejemplo Lg = 1. Esto estd bien
siempre que Lg no sea cero o un valor muy pequefio. Esto sucedera
si el vector (X, Y, Z) es aproximadamente proporcional a (0,1,0), ade-
mas de otros casos segtn los valores de m33 y m31. Si Lg estd muy
cercano a cero su precisién en proporcién a si mismo es pésima, lo
que equivale a que fijado Lg = 1 la precision de los demaés valores
de L, que resultarfan muy grandes, es muy mala; tanto que pueden
aparecer problemas numeéricos en el ajuste.
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En esos casos habria que fijar otro valor de L. El problema es que
no podemos saber a priori cudles serdn grandes y cudles pequefios a
partir de las fotocoordenadas de los puntos comunes a menos que
realicemos ciertas suposiciones previas, como por ejemplo que los
planos de ambas fotografias son aproximadamente paralelos. Si es-
tas suposiciones no son posibles habra que decidir el pardmetro fijo
segtlin se va resolviendo el sistema de las ecuaciones normales, reorde-
nando filas y columnas segtin sea necesario para evitar dividir por un
valor muy pequefio. No se puede dar el caso de que todos los valores
de L sean pequefios y estén mal definidos en proporcion a si mismos
ya que Y L? = 2(X? + Y? + Z?), como se comprueba facilmente, por
lo que al menos uno esta bien definido.

El otro problema de la linealizacién forzada es mucho maés grave
que el anterior. Al fin y al cabo el problema anterior siempre se pue-
de resolver realizando el ajuste varias veces, tomando cada vez como
fijo un pardmetro L distinto. Como resultado de la linealizacién for-
zada el nimero de pardmetros aumenta. En este caso pasa de cinco a
ocho (una vez fijado uno de los parametros L). Los pardmetros recom-
binados forman un conjunto n’-dimensional, del cual solamente un
subconjunto n-dimensional equivale exactamente a 7 valores de los
pardmetros originales. Sea Y el conjunto de todas las n’-uplas de va-
lores de pardmetros recombinados. En este ejemplo esto quiere decir
el conjunto de todas las 9-uplas L1, Ly, ... Ly (que tiene dimensién 8
porque uno de ellos es fijo). Sea Q) el subconjunto de n’-uplas de ¥
que corresponden exactamente a una n-upla de los pardmetros origi-
nales. En este ejemplo esto significa el subconjunto de dimensién 5
de ¥ cada uno de cuyos elementos se corresponde exactamente con
unos valores de X,Y, Z, M.

Si se ha medido una serie de puntos en las dos fotografias y las me-
didas estuviesen libres de error, si se resuelve el sistema para los L;,
se obtendria una solucién que hace los residuos iguales a cero y que
se corresponden con unos valores de X, Y, Z, M; es decir, una solucién
«posible», esto es, una solucién para los L; que pertenece a (). Supon-
gamos ahora que el ntimero de puntos medidos es de solamente cinco.
El sistema de ecuaciones de residuo para resolver los L; consta de cin-
co ecuaciones y ocho incégnitas por lo que la solucién para los L; es
un conjunto de dimensién 3. En todo ese conjunto de infinitas 9-uplas
habra una tinica que se pueda hacer corresponder con unos valores
X,Y,Z,M, es decir € (); las demds son soluciones imposibles. Si va-

230



17 Atajos

mos aumentando el ndmero de puntos el conjunto de soluciones po-
sibles para los L; va disminuyendo de dimensién, hasta que al llegar a
ocho puntos comunes se reduce a una tinica solucion, la pertenecien-
te a Q). Ahora bien, habra unas posiciones o superficies particulares
en el espacio para los puntos sexto, séptimo, etc. de manera que si
esos puntos estdn en esas posiciones las ecuaciones de residuo que
afaden se sigan cumpliendo para todo el conjunto 3-dimensional de
soluciones L; que se obtiene a partir de los cinco primeros puntos, o
al menos para un subconjunto de dimensién 2 o 1 de ese conjunto. Si
los puntos se sitian en esas posiciones, por muchos puntos que afia-
damos no podremos disminuir la dimensién del conjunto de L; a un
tnico punto: la solucién verdadera € (). Este conjunto de posiciones
malas serdn rectas o superficies, de modo que un punto «cualquie-
ra» no estard nunca exactamente sobre una de ellas y por tanto ocho
puntos siempre permitirian determinar la solucién tinica. Pero para
que eso fuese asi seria necesario que las medidas estuviesen libres de
error. En la realidad, si los puntos se sitian cerca de las posiciones
malas, los pequerios errores de medida hacen que la solucién que se
obtenga para los L; sea una de ese conjunto 1, 2 o 3-dimensional que
puede estar muy alejado de la solucién € Q.

La problematica planteada no es resultado de divagaciones pura-
mente tedricas. Al contrario, son tantas las posibles configuraciones
malas para los puntos medidos, debido a las tres dimensiones de mar-
gen entre () y ¥, y los puntos en fotogrametria tienden a acercarse a
esas configuraciones debido a que por lo general se separan poco de
una superficie plana, que es muy comun que incluso con 10 0 12 pun-
tos medidos los valores obtenidos para L;... Ly estén tan alejados de
una 9-upla posible que no se pueda con ellos determinar los valores
de X,Y,Z,M.

Entre las ecuaciones de residuo expresadas en funcién de los pa-
rdmetros originales y la linealizacién total puede haber expresiones
intermedias que conserven algunas de las relaciones entre pardme-
tros y que por esta razén no den lugar a soluciones malas. Cuanto
mas se disminuya la dimensién de ¥ menor sera el conjunto de confi-
guraciones malas para las observaciones. En el problema de resolver
la orientacién relativa mediante las ecuaciones de residuo (17.5) se
puede aplicar la linealizacion forzada y ademds de fijar el valor de
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uno de los nueve parametros tener en cuenta que

L Ly Ls
Ly Ls Lg =0.
Ly Lg Lo

Esto permite desarrollar una solucién con 7 puntos medidos en la
que se resuelve el sistema de las ecuaciones de residuo maés una ecua-
cién de grado 3. Lo que excede ahora la dimensién de ¥ a la de )
es 2, disminuyendo por ello el conjunto de configuraciones malas,
y pudiéndose dar el caso de que la configuracién de los puntos no
permita resolver el problema mediante la linealizacién forzada total
pero si mediante este método de tratar solamente 7 de los L; como
independientes en lugar de 8.

Estos métodos intermedios suelen ser bastante complicados, més
cuanto mas queramos reducir la dimensién de ¥, y especificos para
cada problema. La obtenciéon de unos valores aproximados iniciales
puede convertirse en la parte mds complicada del ajuste, pudiendo
ser necesario terminar recurriendo a la fuerza bruta: ir probando va-
rios valores iniciales hasta que con unos de ellos el ajuste converja.
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geometrica

La soluciéon minimo cuadrética

La mayoria de los elementos que intervienen en una estimacién
minimo cuadrética tienen un significado geométrico claro. En el es-
pacio R™ de valores observados sélo un subconjunto de dimensién n
es posible. Si sustituimos las relaciones exactas por la aproximacién li-
neal ese subconjunto es lineal. Podemos situar el origen de coordena-
das de R™ en el punto observado, el punto real u otro punto posible.
En estos dos tltimos casos el subconjunto de valores posibles pasa
por el origen, mientras que en el primero generalmente no es asi. Si
estamos analizando el proceso de estimacion, en el que mantenemos
fijo £, puede ser més cémodo situar el origen en ese punto, mientras
que si estudiamos el problema desde el punto de vista directo lo més
adecuado tal vez sea emplear el punto L,. En la figura 18.1 se mues-
tran varios vectores que intervienen en la estimacién, con el origen
del sistema de coordenadas en L.

La figura representa una situaciéon en la que m = 3 y n = 2. Lla-
mamos () al subcon]unto de Valores reales posibles. Dado un punto
L, € O, la cantidad ¥ ¢ es LrE La solucién minimo cuadratica es
entonces el punto L, € Q tal que L, £ es minimo, es decir, el pie
de la perpendicular a Q) trazada desde £. Un punto (I4,...,1,) de Q)
linealizado lo podemos escribir como

Ly =Lo+ Ax1X1 + -+ + Ax, Xy, (18.1)
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S\
=~
L
Fig. 18.1

Los vectores ¥ pertenecen al espacio R™ y tienen por lo tanto m com-
ponentes:

—

X1 (xul,xllz/---,xlzm)-
Y andlogamente para X, ..., ¥;, y se cumple

Al
Ax]- N lei.

A cada una de estas componentes las llamaremos a;;. Los vectores ¥
no son en general ni ortogonales ni del mismo médulo. La ecuacién
(18.1) es una expresién paramétrica de los Ly posibles en funcién de
n parametros: (x1,...,%,). Es una expresion compacta formada por
vectores. Si escribimos por separado la ecuacién correspondiente a
cada L, el sistema es el siguiente:

I1 = o+ Axyay + Axpagp + -+ + Axpayy,
Iy = Iy + Ax1a1 + Axpan + -+ + Axyayy,

Im = lmo + Ax1am1 + BX2am + -+ + AXnlmn
que a su vez podemos escribir matricialmente como
Ly =Lo+ A(Ax; - Axp)'. (18.1a)

El vector V es perpendicular a (), lo que significa que es perpen-
dicular a todos los vectores contenidos en (). Para ello es necesario y
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suficiente que V sea perpendicular a # vectores linealmente indepen-
dientes contenidos en ). Los vectores ¥, ..., X, cumplen esa condi-
cién. La condicién de perpendicularidad entre dos vectores se puede
expresar mediante el producto escalar, de modo que V es el vector
que satisface

(a11,a21, ..., 8y )"V =0, (@1, A2, -y A )TV = 0.

Que en forma matricial es ATV = 0.

Hay muchos vectores que satisfacen esa condicién, y V es el tinico
de entre ellos que tiene por extremo el punto £ y el origen en un
punto de (), en concreto en Laj, de modo que

V=CL-(Lo+A(Azy - Azy)T) =L — AXy
para algunos valores (Az, ..., Az, ), de donde
ATL-AX])=0 = AL-ATAX,=0
= Xy=N1ATL.
El punto L es cualquier punto de (). Si tomamos Ly = L, entonces
Xp =Xq —Xe =N'ATE, (18.2)

y este es el error en la estimacion.
Una vez obtenido X, calculamos L, y V. Si sustituimos X, por su
expresion en funcion de A y L, las expresiones para L y V son

Ly = Lo+ AN 'ATL,
V=L-Li=L-AN'ATL = (I- AN 'AT)L. (18.3)

Desde L sélo se puede trazar un vector perpendicular a (), pero
desde L, se pueden trazar infinitos. Todos esos vectores forman el
subespacio perpendicular a () pasando por L,j, que llamaremos ().
Tiene dimensién m — n. En la figura 18.1 m —n = 1, y el subespacio es
la recta que pasa por L,j y £. Normalmente serd de dimensién mayor.
Es en todo caso el subespacio perpendicular a ) por £, y corta a ()
en un unico punto L.
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La proyeccion de L sobre () es L,; — Lo, y sobre Qes V. Elvector V
en funcién de L viene dado por (18.3), asi que la matriz (I — AN~'AT)
es la que transforma L en su proyeccién sobre Q). Ahora bien, las co-
lumnas de A son los vectores (X1, ..., ¥, ), que son una base de (), de
modo que dada una matriz cuyas columnas forman una base de un
subespacio, la matriz

(I— A(ATA)TAT) (18.4)

es la que proyecta cualquier vector sobre el subespacio ortogonal.

La propiedad la hemos deducido solamente para vectores L =
L —Lj siendo Ly € Q. Cualquier vector que no sea paralelo a )
serd igual a kL para algtn L de los anteriores y un nimero real k,
y mediante la matriz se transforma en kV, por lo que sigue siendo
vélida. Finalmente, si L es paralelo a () entonces es de la forma AX
para algun vector X, y su producto por la matriz de proyeccién es

(I—A(ATA)TAT)AX = AX - AX =0,

de modo que la matriz es valida para cualquier vector.
La proyeccién de L sobre (Y es L —V, igual a

(A(ATA) AN,

por lo que A(ATA)~!AT es la matriz que proyecta un vector sobre el
subespacio generado por las columnas de A.

Funciones g(E), g(Xr) y g(L¢)
Por la ortogonalidad entre V y () se cumple
E? = (L —-L)* = V> + (Ly — L) (18.5)

La funcién g(E), definida para los puntos de (), depende de ¢ +
-+ €2, = E2, y es por lo tanto simétrica respecto a Laj, por lo que
la estimacion minimo cuadrética es centrada. Sea (Laj,y'l, cee, Un) un
sistema de coordenadas ortonormal centrado en L,; y contenido en ().
Si suponemos oy = 1 entonces

L2 2 ly2 1y 18V
g(Y) e 2V — p72Viem2Y xem2Y
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Fig. 18.2

Expresando los vectores i/ en funcién de los vectores ¥, es decir, de
la matriz A, podriamos llegar a las expresiones para g(X;) y g(L:)
deducidas en el capitulo 10.

Contribucién de cada error a la solucién ajustada

Vamos a estudiar ahora el problema desde el punto de vista di-
recto. La figura 18.2 representa el espacio R" de posibles valores ob-
servados centrado en el valor real L,. Las variables ¢1, ..., &, son in-
dependientes y siguen distribuciones normales (0,1) (supondremos
oo = 1). Entonces cualquier giro de los ejes dara lugar a otras varia-
bles ¢, ..., e}, también independientes y también siguiendo cada una
una distribucién N(0, 1).

Podemos tomar ¢} de manera que siga la direccién de la proyec-
cién de ¢ sobre (). El conjunto de vectores de () perpendiculares a
e] es el subespacio Q) — ¢/, de dimensién n — 1. Las componentes
ey, ..., €, al ser perpendiculares a ¢/, se podran descomponer a su
vez en una componente en el espacio Q y otraen () — a’l/ . Por lo tanto
la proyeccién de cada una de ellas sobre () se encuentra en un punto
del espacio Q) — €, y entonces la proyeccién del vector E sobre ), el
punto Ly, serd la componente ¢f mas un vector de Q — ¢, como se
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muestra en la figura, y la componente [; del vector L, coincide con
la observada.

El vector L,j tiene unas componentes (l4,...,lm), cada una de las
cuales es la proyeccién de Ly sobre el eje correspondiente. El subes-
pacio Q) — €/ es perpendicular a 1, 0 lo que es lo mismo a I;, de modo
que la proyeccion de L,;j sobre este eje es la misma que la de su com-
ponente I = /.

Ll = L.l sina.

Y puesto que la variable E’l’ sigue una distribucion N(0,1), entonces
I ~ N(0,sina).

El valor sinw es facil de calcular. La proyeccién de un vector de
la forma (&1,0, ...,0) sobre Q) sigue la direccién de 5’1’ y tiene médulo
sinaeq. A su vez la com}zaonente €1 de este vector es su proyeccién
sobre el eje €1, y mide sin“aeq. Si tomamos €1 = 1 entonces la proyec-
cién sobre Q) del vector es

f10 = ANTIAT | |,
0
que es la primera columna de la matriz de proyeccién AN~'AT, a la
que llamaremos Pq, y su primera componente el elemento 1,1 de la
matriz. Si en lugar de ¢ = 1 tomamos ¢; = 1, su proyeccién sobre ()

es la columna 7 y la proyeccion de éste sobre el eje ¢; es el elemento i,i
de la matriz. Por lo tanto

—ti 2y
Gi_—sm a; = payi-

La proyeccién de un vector (0, ...,¢;,0,...,0) sobre Q) es lo que
contribuye el error ¢; a la solucién ajustada, es decir, al error en la so-
lucién ajustada. Las distintas contribuciones se suman vectorialmen-
te y se obtiene el punto L. El vector €1 sigue como ya vimos una
distribucién N(0,sing;). Si a su vez la proyectamos sobre un eje ¢;,
el vector resultante sigue una distribucién N(0,sina;;), en donde aj;
no es ningdn dngulo, simplemente una notacién convencional, y es
la componente [; generada por un error unitario ¢;. De igual mane-
ra que como obtuvimos sina? vemos que sina ji es el elemento j,i de

238



18 Interpretacion geométrica

Pq. Si sumamos para cada componente ; las contribuciones debidas
a cada ¢; obtenemos

L, — L = AN'ATE,

que ya sabfamos.

Matrices Xj; y Zyy

Los errores ¢, ..., £, son estadisticamente independientes, y por
tanto también sus contribuciones a l; y ;. Aplicando la transmisién
de varianzas obtenemos

o, = PonPaj + -+ PQimPQjm-

La matriz P es simétrica, asi que esta suma por filas es igual a la
misma suma por columnas. Pero ya vimos que la columna i es €;q,
y la suma es entonces el producto escalar €;n€;n, que a su vez es el
producto del médulo de €, por la proyeccion de €jq sobre €. En la
figura 18.2 vemos que las proyecciones de un vector Ly cualquiera de
Q) sobre €, y sobre el eje ¢;, que llamaremos simplemente y, z, estdn
en la relaciéon
Z = yseny;.

Pero la proyeccién de € sobre ¢; es sina;; = pPa;j, y entonces

- Paj
o, = [Eiol == = Pajj,
asi que X;; = Pqy. Con pocas operaciones més podriamos demostrar

— ; i~ 2 4 — cog2
que Xyy = I =Xy, y en particular 03, = 1 — sen” a; = cos” a;.

Redundancias parciales

Vamos a estudiar ahora la redundancia parcial de una observa-
cién, definida como E[v;]¢, /€;.

La figura 18.3 representa la situacién en la que ¢; es fijo. El con-
junto de posibles valores observados es el subespacio ¢ = cte, de
dimensién m — 1, que corta a ) en un subespacio paralelo a (2 — ¢;.
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€1 = cte

€1

o
QO U
£/1/\K ll
B C

0

Fig. 18.3

Ahora ¢/ sigue una distribuciéon normal centrada en el punto B, a
una distancia e1 sina del origen. A su vez l; sigue una distribuciéon
centrada en el punto C: ¢; sin” «. El segmento l1¢; es v;, que por lo
tanto sigue una distribucién normal centrada en

€1 — €1 sin®a = €1 cos?
porlo quer; = cos? ;.

Sea B; = 90° — u; el angulo que el eje ¢; forma con el subespacio ()
(definido como el minimo dngulo entre el eje y las rectas de (). Puede
demostrarse que ¥ cos? B; = n, siendo 1 la dimensi6n del subespacio.
Entonces

Zri =ZC0520¢1- :m—Zsinzzxi:m—Zcosz[Si:m—n:r.

Vemos que si () estd préximo a ser perpendicular al eje ¢; entonces
r; es proximo a 1, mientras que si estd préximo al propio eje entonces
r; es muy pequefio. Si el eje estuviese contenido en () significaria que
cualquier valor de /; es posible independientemente del valor de las
demads observaciones, y entonces r; = 0, mientras que si es perpendi-
cular entonces sélo es posible el valor 1;, lo que significa que se estd
observando una magnitud de valor conocido, y r; = 1. El subespacio
perpendicular a un ¢; tiene dimensién m — 1. El subespacio perpen-
dicular simultdneamente a k ejes es la interseccién de los perpendi-
culares a cada uno de ellos, y tiene dimensién m — k. Puesto que la
dimensién de ) es m — r, sélo puede haber r observaciones con re-
dundancia muy préxima a 1. Por otra parte sélo puede haber 7 ejes
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contenidos en (), por lo que s6lo puede haber n observaciones con
una redundancia muy préxima a cero. Estas dos propiedades estan
formuladas de manera més precisa por ) r; = r.

Optimos para la definicién global de traslaci6n, escala, etc.

Segtin se vio en el capitulo 15, cuando un sistema goza de una
cierta libertad, por ejemplo libertad de giro, la aplicacién de dicha li-
bertad modifica las coordenadas de una manera que para pequefias
variaciones podemos aproximar linealmente. Asi, el efecto de un giro
grande o pequefio sobre las coordenadas de los puntos no es lineal,
pero si el giro es muy pequerio es aproximadamente o (y, x) para un
punto de coordenadas (x,y) respecto al centro de aplicacién del giro.
A estas constantes de proporcionalidad las llamamos «. Los pardme-
tros los denotamos todos de manera abstracta por la letra x.

(Ax1,Axg, ..., Axy) <@ = (21,40, ..., 0,). (18.6)

Decir que una aplicacién de la libertad del sistema provoca en los
pardmetros una variaciéon proporcional a & equivale a decir que a los
pardametros se les pueden sumar multiplos arbitrarios de @. En el caso
de traslacién libre, por ejemplo, & = (1,0,...,1,0) paralaxy & =
(0,1,...,0,1) para la v (es este caso hay dos grados de libertad). En el
de escala libre

a= (xlrylr X2,Y2,--- /xnryn)O/

en donde los valores no han de entenderse como variables, sino como
valores fijos. Es lo que indica el subindice 0.

Podemos representar el elipsoide de precision de todo el conjunto
de pardmetros, definido por la matriz de varianzas X, en un sistema
de 7 ejes de coordenadas que representan de manera abstracta a cada
parametro. Si por ejemplo los parametros son las coordenadas (x, y, z)
de 6 puntos habrd un total de 18 ejes. Este elipsoide tiene dimension
n — 1, y por tanto en el espacio n-dimensional es «plano». La razén
es que al gozar el sistema de un grado de libertad, esta ha quedado
fijada tomando como fijo algtin valor. Por ejemplo, si se fija x; = 1000,
el parametro x1 no tiene variacion y el elipsoide no se extiende en la
dimensién del eje x1. Podra ser de dimensién 7 si se trata de un sub-
conjunto de pardmetros de un total mayor en el cual la libertad se fij6

241



18 Interpretacion geométrica

7T

U

X1

Fig. 18.4: Cambio de ¥ de acuerdo a la manera de fijar la libertad del sistema

de una manera en la que los pardmetros del subconjunto selecciona-
do no intervinieron. Por ejemplo, un subconjunto de puntos de una
red fijada en posicién mediante la coordenada de un punto que no
pertenece al subconjunto en cuestion.

Para fijar el sistema de acuerdo a la libertad de la que goza se dar4
un valor a una cierta funcién de los parametros, F(xy, ..., x,), que en
el entorno del punto (xy,...,x,)o (los valores que realmente tienen
los pardmetros en el caso concreto que nos ocupe) se aproximaré a
una relacion lineal

kix1 +koxo + ... + kyx, = C. (18.7)

Esta combinacién lineal la podemos entender como una nueva varia-
ble y. Fijar su valor significa graficamente que el elipsoide representa-
do por X no se extiende en la direccién del vector

7= (k1,kz, ... . kn).

En la figura 18.4 X representa la matriz de varianzas de la que
se parte. Se ha obtenido en un ajuste en el que se ha fijado el para-
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metro xp, y por eso en la figura puede verse que el elipsoide no se
extiende en esa direccion. El sistema de coordenadas se redefine de
acuerdo a una condicién que una vez linealizada en es como (18.7),
por lo que la nueva matriz de varianzas no tendrd extension en la
direccion del vector i = (ky,ka, ..., ku), lo que significa que estard
contenida en el espacio de dimensién n — 1 perpendicular a i/ (en la
figura es 7r). Como la aplicacién de la libertad del sistema da lugar a
una variacién de los pardmetros proporcional a &, de acuerdo a (18.6),
la definicién de la misma segtin una u otra condiciéon puede dar lugar
a una mayor o menor precisiéon en la componente segtin & del vector
de pardametros (x,...,x), de modo que la matriz %, o el elipsoide
que la representa, puede desplazarse en esa direccién pero no en otra.
El resultado de esto es que la matriz ¥; segtn la nueva definicién
del sistema de coordenadas es la proyeccién sobre 7t del elipsoide X
segun la direccién de d.

Para obtener el elipsoide méas pequefio habra entonces que proyec-
tar Xy sobre un espacio 7 perpendicular a &, lo que implica que j ha
de tomarse igual a @. El nuevo elipsoide serd igual al original restando
(eliminando) su componente segtn la direccién de @. La transforma-
cién que elimina la componente @ de un vector (x1, ..., x,) se puede
obtener como sigue: Se gira el sistema de coordenadas de manera que
el eje x1 pase a coincidir con la direccién de &; posteriormente se hace
la x; = 0, y por ultimo se vuelve a girar el sistema para reponerlo en
su orientacién original. Sea para ello Q una matriz ortogonal con &
como primera fila. Tomaremos los valores (a1, ..., &,) de manera que
el médulo de @ sea igual a 1. Con esto se tiene

Qa = (1,0,0,...,0),

lo que significa que la que originalmente era la direccién « es ahora la
direccion x;. Hacer 0 ahora la primera coordenada significa multipli-
car por una matriz igual que la identidad pero con un 0 en la posicién
1,1, lo que equivale a eliminar directamente en Q la primera fila. Por
tltimo se multiplica por Q! = QT para deshacer el giro:

10 U o
0o 0 - 0 o

Q'|o- =1- 2 (a1 ap ... ay).
00 -0 Xy
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Por tanto la solucién para la matriz A 6ptima para el cambio en
la definicién del sistema de coordenadas de acuerdo a la libertad del
sistema es

A=1-M=1-(as;), Y o =1. (18.8)

Si el sistema goza de mds de una libertad la aplicacién de cada una
de ellas dara lugar a variaciones en las coordenadas proporcionales
cada una en primer orden a un cierto vector:

(a1,00,...,04),

(B1,B2s -1 Bn),

(A, A2, oo An).

Si estos vectores son todos perpendiculares entre si, lo que signi-
fica que las distintas libertades son independientes, la matriz £ mini-
ma se consigue eliminando sucesivamente las componente segtn la

direccién de &, B,... A:

A =1—(ajj) — (Bij) — . — (AiA)).

Sea
o1 ,Bl /\l
r— | B2 Ao
&n Bn - An
La anterior matriz A es
A=I-T'T.

Si las libertades no son todas independientes entre si la elimina-
cién de todas sus componentes, o lo que es lo mismo, la proyeccién
sobre el espacio 7T perpendicular a todas ellas, viene dada por (18.4).
En este caso:

A=1-T('r)"r". (18.9)
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19 Estimadores para otras
distribuciones, I

En los capitulos precedentes nos hemos ocupado del estudio de
diversos problemas de estimacién bajo la suposicién de que las obser-
vaciones siguen distribuciones normales. Algunas veces la diferencia
de la distribucién de las observaciones respecto a una normal es tan
grande que los resultados de la estimacién minimo cuadrética no son
correctos, y se hace necesario buscar los estimadores centrados de
acuerdo a las distribuciones que siguen las observaciones.

El primer paso es obtener la distribucién. No es una tarea sencilla,
pero es la parte esencial del proceso, ya que la distribucién determina
el estimador. Es necesario disponer de muchos datos, miles de obser-
vaciones. La parte més caracteristica de las distribuciones, y que mds
influye en el estimador resultante, son los extremos. Pero son la parte
mas dificil de obtener porque contienen menos observaciones. Supon-
gamos por ejemplo un conjunto de 1000 observaciones. En la zona de
la distribucién que contiene el 2 % extremo de los errores habra sélo
unas 20, insuficiente para obtener la distribucién.

Normalmente los datos existen en gran cantidad, pero suele suce-
der que quien se ocupa de disefiar estimadores no dispone de ellos, y
quien si los tiene no se preocupa de su andlisis.

Obtencién de valores siguiendo la distribucién de los errores

Idealmente los datos deben de ser errores, pero es muy raro tener
la suerte de conocer los valores verdaderos. En un primer momento
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parece que lo siguiente mas deseable son varios conjuntos de observa-
ciones, cada uno de los cuales consista en la repeticién muchas veces
de la medida de una magnitud. De esta manera el valor verdadero de
cada magnitud se puede determinar con bastante precision, y es casi
como si lo conociésemos. Pero a veces esto no es asi, ya que varias re-
peticiones de una misma medida pueden estar muy correladas. Si el
conjunto de errores de observacién sigue una distribucion f, los erro-
res en las repeticiones de una medida puede ser que sigan esa misma
distribucién o no. Esto tiltimo sucede si en las repeticiones de una ob-
servacién hay una componente constante, sistemadtica, y entonces la
distribucién de esos errores estd centrada en un valor ¢ (desconoci-
do), y su variabilidad es menor que la de f, ya que la componente ¢;
es constante. Esta componente puede ser un error de identificacion
(punteria) debido al propio objeto visado, por ejemplo debido a que
una parte estd mds iluminada que la otra y no apreciemos correcta-
mente el centro, 0 a que estamos midiendo un punto erréneo (otra
esquina, otra mata). En el conjunto total de observaciones cada una
tendrd una componente ¢;1, que serd simplemente una componente
mas del error. Algunas veces serd positiva, otra negativa, otras mayor
y otras menor, y junto con los demds errores da lugar a f. Entonces
hay veces en que no se puede obtener el valor verdadero mediante
un estimador centrado a partir de las medidas repetidas, ya que en
su lugar obtendriamos 1 + ¢1, y los errores estimados serian en gene-
ral menores, al no incluir la componente ;.

En consecuencia, muchas veces sélo se pueden conseguir estima-
ciones de los errores como resultado de un ajuste, lo que complica
mucho la obtencién de su distribucién, ya que las propias estimacio-
nes de los errores se basan en el estimador, que a su vez se basa en la
distribucién supuesta. Por ello los primeros resultados son sélo pro-
visionales. Se obtiene una primera distribucién, en funcién de ella se
determina el estimador y se realizan los ajustes, y las estimaciones de
los errores determinan otra distribuciéon mas afinada, y asi sucesiva-
mente. Es un proceso que requiere muchos datos y lleva tiempo.

La estimacion de los errores de cara a obtener la distribucién no es
la misma que las estimaciones centradas. Vimos que si una observa-
cién tiene una redundancia pequeria entonces la estimacién centrada
del error (el residuo) es en general menor que el error. Exactamente
E[v]¢;/€; = 1, por definicién. Podemos entonces pensar en sustituir
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v por E[|¢|]. Para el estimador minimo cuadrético este valor es

2

Ellel) = oey/Ze 2 o] [ 7 Nigyy () .

Mas sencillo es E[¢?]. Sea cual sea el estimador, si v es una estima-
ci6én centrada entonces g(e) es una distribucién centrada en v, cuya
varianza o¢ habremos estimado de manera centrada como o.. Enton-
ces,

E[e?] = E[(v+ (e — v))’]
=% +20E[e —v] + E[(e —v)}] = v* + 0+ 02,

de donde

VEIE] = /% + o2, (19.1)

Pero tanto este estimador como E[|e|] no responden al problema
de obtener la distribucién de los errores. Una vez mas se hace nece-
sario formular el problema con precisiéon. Queremos obtener la distri-
bucién de los errores, y lo haremos mediante ciertas estimaciones é&.
Por lo tanto lo que queremos exactamente es que esos £ sigan la dis-
tribucién de los errores. Entonces

(19.2) Hay que encontrar un estimador € tal que fz = fe.

Es entonces un problema de tipo directo. Podriamos haber escrito
f(€) = f(e), pero esta notacién, de la que hemos hecho uso alguna
vez, puede ser ambigua, ya que empleamos la letra f para dos distri-
buciones distintas. Cuando sea necesario especificar a qué funcién f
nos referimos emplearemos un subindice, y si no hay lugar a ambi-
gliedad indicaremos la variable entre paréntesis como hasta ahora. La
solucién del problema para el estimador minimo cuadrético es muy
sencilla, ya que sabemos que v; ~ N(0, /7;0¢,), y entonces v;/,/7; es
el estimador buscado

v
£ = \/E ~N(0,0¢,). (19.3)

Claro que si estamos buscando la distribucién de los residuos es
precisamente porque ésta no serd una normal, y entonces no se aplica-
ra el estimador minimo cuadratico. Un cierto error seguird (habremos
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supuesto) una distribucion f.. A partir de esta distribucién, de las de
los demads errores y de la férmula que permite calcular v podemos ob-
tener la distribucién f,,. Habrd que modificar el valor de v de manera
que el resultante siga la distribucién fe. Se puede demostrar que una
solucion es

£ =F ' (Fy(v)), (19.4)

en donde F es la funcién de distribucion, integral de la funcién de
densidad.

Esta férmula es dificil de aplicar de manera exacta en la practica,
porque la distribucioén f, suele ser muy dificil de hallar, aunque si es
factible obtener una distribucién aproximada mediante simulacion,
como veremos mds adelante. Volveremos sobre este problema al final
del préximo capitulo, cuando hayamos estudiado la relacién de los
residuos con los errores.

El parametro T

Sea como fuere, supongamos que tenemos un conjunto de valo-
res £ Tendremos que «normalizarlos», & = &/0¢. Pero aqui surge
una primera diferencia importante respecto a la distribucién normal
u otras similares. Cuando la densidad de probabilidad no disminuye
tan rdpido como en una distribucién normal el valor de o puede ha-
cerse muy grande (puede incluso ser infinito), y deja de ser titil como
indicador de precisién y como valor de referencia. Por ello es nece-
sario buscar otra magnitud como definiciéon de la precision, a la que
llamaremos 7. Una definicién muy ttil es la siguiente:

(19.5) T es el valor tal que el intervalo [—27,27] contiene el 95,5 %
de probabilidad.

Tomaremos & = &/7¢. Serd necesario entonces obtener una esti-
macién de T para cada £, problema que estudiaremos mas adelante.
Agrupacién de los datos en intervalos

Dado el conjunto de valores &, a los que de ahora en adelante

llamaremos simplemente &, tenemos que ajustar una distribucién a
ellos. Ajustar directamente una funcién de densidad es muy dificil, ya
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que hay que preocuparse de que la integral no sea infinito, entre otros
detalles. Es mas facil calcular primero la funcién F. Por otra parte,
normalmente f serd simétrica, y entonces podemos trabajar con |£|.
Su funcién de distribucién es & = 2F — 1. Podemos escribir T en
funcién de F:

T = F1(0,955). (19.6)

Para obtener F agruparemos los datos en intervalos. A la hora de
contar el nimero de valores cada error no cuenta como 1, sino como
su redundancia parcial; es decir, que el ntimero de valores en un inter-
valo T ha de tomarse como ) ¢|; 7. La l6gica de esta manera de contar
los errores se pone de manifiesto con un ejemplo. Supongamos que
hemos medido los cuatro dngulos de un cuadrilatero y efectuado el
ajuste, obteniendo cuatro residuos iguales. Tendremos 4 valores de |€]
iguales, asi que realmente s6lo hemos estimado «1» residuo. Cada |€]
cuenta como 1/4. Sin embargo, si hemos medido cuatro veces una
misma magnitud (sin error sistematico en las medidas), entonces te-
nemos cuatro residuos, pero sabemos, por ejemplo si hemos tomado
la media, que su suma es igual a 0, o si hemos tomado la mediana
que uno de ellos vale cero. Sea cual sea el estimador aplicado, los
cuatro residuos cumplirdn una condicién, con lo que realmente he-
mos estimado 3. Debe entenderse que de la informacién que son m
observaciones, 1 (no unas n observaciones en particular, sino, diga-
mos, una cantidad #n de informacién) se emplea en la estimacién de
los pardmetros, y queda r para estimar residuos.

Para valores pequenios de |&| tomaremos el nimero de intervalos
que se requiera para la adecuada construcciéon de F. Hacia los valo-
res mds altos llegard un momento en el que no podremos tomar los
intervalos tan finos como seria deseable, y tendremos que limitarnos
a agruparlos segiin su cantidad permita. En la formacién de los in-
tervalos interviene mucho la experiencia y la manera de tomarlos de
cada persona. Un ejemplo puede ser el siguiente:

0 02 04 06 08 1
1 0,789 0,599 0,448 0,328 0,238

=

< 12 14 16 18 2 25 32
F 10,172 0,120 0,088 0,062 0,045 0,020 0,011

Este es un ejemplo real, con aproximadamente 12 000 valores (es
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decir, 7 = 12 000). Se muestra F = 1 — F porque es mas fcil tra-
bajar con esta funcién que con F, ya que para valores grandes de x
(la variable) lo significativo es la diferencia a 1 de . También resul-
ta mas facil encontrar funciones que tiendan a 0 que funciones que
tiendan a 1. Estas tltimas suelen tener la forma 1 — k, en donde k es
una funcién que tiende a cero. Una excepcién importante es la fun-
ci6én arcotangente. Puede observarse que F(2) = 0,045, de acuerdo a
la definicién de 7.

Ajuste de una funcién de distribucién

Una vez que tenemos los intervalos hay que buscar una funcién
F que se ajuste a ellos. Esta funcién debe cumplir una serie de carac-
teristicas:

F(0)=1.
limy_,00 F(x) = 0.
Es estrictamente decreciente.

F es estrictamente creciente (?H > 0).

L™ 49 |

A partir de un cierto punto la segunda derivada es
decreciente (?/// < 0).
6. F'(0) = 0.

De estas condiciones sélo las dos primeras y la de ser decreciente,
no necesariamente de manera estricta, son las que tiene que cumplir
la funcién para poder ser una F. La imposicién de que sea estricta-
mente decreciente significa que no puede haber intervalos con proba-
bilidad cero, y las otras tres condiciones las cumplen las distribucio-
nes cuya funcién de densidad tiene forma de campana.

Para ajustar una funcién ?Ellllscaremos entre funciones conocidas.
Algunas funciones convexas (¥ > 0) decrecientes que tienden a 0
son las siguientes:

Ins % arctan x, e~ 1) —.

q(x)
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La segunda y la tercera de ellas para algunos polinomios 4. De estas
tres s6lo cumplen todas las condiciones la primera y algunos casos
particulares de las otras dos.

En lugar de buscar una funcién que cumpla todas las condiciones
y se adapte a los datos en todo el recorrido puede ser mas sencillo
construir una funcién a tramos. La funcién resultante por supuesto
tiene que ser continua. Es importante que la primera derivada tam-
bién sea continua, y por cuestiones de tipo préctico también conviene
que sea continua la segunda. Esto aumenta el ntimero de parametros
necesarios, ya que en cada punto unién de dos tramos habré tres pa-

£ : Z . . . -
rametros que se necesiten sélo para cumplir la continuidad de F, F

y F'.En este ejemplo concreto se ajustod el tramo [0 — 3,2] mediante
una funcién del tipo exp(—(ax + bx? + cx® + dx*)). Cuando busca-
mos una distribucién distinta de la normal suele ser, como asi era en
este caso, porque el niimero de observaciones con errores grandes es
mayor que en la normal, es decir, que F no se aproxima tan rapida-
mente a 0. Por ello no es correcto que el tramo final de F venga dado
por una funcién exponencial. Podemos emplear una funcién del tipo
1/x 01/x?, por ejemplo. En este caso se tomé

b
(c+x)e

Los tres parametros quedan determinados por la continuidad de F y
sus derivadas en el punto 3,2 (la funcién b/ (c + ax) no sirve porque
tiene s6lo dos parametros, ya que siempre podemos tomar a = 1). No
quedan parametros para ajustar la distribucién a los datos, pero es
que tampoco hay intervalos por encima de 3,2. La tnica finalidad de
esta funcién era construir una cola adecuada. Lo deseable serfa dispo-
ner de mds datos y poder tener intervalos fiables hasta por lo menos
4,57, y poder asi construir una cola que se ajustase realmente a esta
distribucién, y no como se hizo en esta ocasién, tomar simplemente
una cola estandar. Si hubiésemos querido un decrecimiento més lento
podriamos haber tomado b/ (a +log(x + c¢)). Posteriormente el punto
de unién de la cola al tramo principal se pasé al punto 3, por cuestio-
nes de poca importancia. Los detalles del ajuste se encuentran en el
libro de ejercicios. ~,

Para que la funcién exponencial cumpla F (0) = 0 tiene que ser

2 = 2b. Puede imponerse esta condicién o ajustar el tramo inicial

a
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~
~
0 — — T
0 2 4

mediante otra funcion. En este caso se opt6 por la segunda opcién,
ajustando una funcién adecuada en el tramo [0,0,1]. Las funciones
mas sencillas que sirven para el tramo inicial son

1 — arctan x, 1—senx, 1—x+ 5.

Como ademads se incluirdn constantes en ellas, por ejemplo 1 — ax +
cx3, los tres tipos de funciones son casi idénticos. En este caso se eli-
gi6 el tercero. Son necesarios al menos tres parametros para la con-
tinuidad en el punto de unién con el siguiente tramo, y se tomaron
a — bx + cx3. Al resolverlo el valor a no resulté exactamente igual a 1,
por lo que se multiplicé toda la funcién F por 1/a.

En esta pagina se muestra la comparacién de las funciones F'y f
de una distribucién normal y otra empirica en la que F no se acerca
tan rdpidamente a 1. En ambas se toma T = 1. En la normal T = ¢.
La distribucién empirica se muestra con trazo discontinuo. Las fun-
ciones de distribucion se cruzan en x = 2, de acuerdo a la definicion
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de 7. Puede verse que la distribucién empirica contiene mds probabi-
lidad en el intervalo [—T, T].

Funcién g y estimador de maxima probabilidad

Una vez que tenemos la funcién f el siguiente paso es hallar la fun-
cién g, punto en el cual interviene ya un conjunto de observaciones
concreto. Emplearemos las relaciones lineales aproximadas entre pa-
rametros y observaciones: V = L — AX,. Denotaremos por (—a; —)
la fila i de la matriz A. Para una observacién ¢; tenemos

fxi,oxa (1) = f(Li = (—a;—)Xa),

La funcién g es

g [ [f(Li— (—ai—)Xa). (19.7)

Para encontrar el estimador centrado para un pardmetro x; ten-
driamos que obtener la funcién g(x;). Esta funcién es, para cada va-
lor de la variable x;, la densidad de probabilidad acumulada en la
funcién g(xy, ..., x,). Esto se traduce en la siguiente integral:

e(x) = /.../g(xl,...,xn)dx1 codxy,

en donde las variables de integracién son todas excepto x;.

Rara vez se pueden calcular estas integrales de modo exacto. Los
métodos numéricos crecen enormemente de complejidad con el nui-
mero de variables, y en consecuencia estdn limitados a un ndmero
pequetio de ellas. Por ello no se suele calcular el estimador centrado
y se emplea el de maxima probabilidad, que es mucho mas ficil de
obtener.

Hay que minimizar el producto (19.7), o lo que es lo mismo, maxi-
mizar la suma

Y —log (f (Li — (—a;i—)Xa))- (19.8)

i

La funcién — log f la denotamos por ¢ (cf. p. 53). La derivada de ¢
respecto de cada uno de los pardmetros la obtenemos componiendo
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dy/de con la derivada de ¢ respecto de cada parametro.

W) _ (49) %y, (o)

ax]‘ de & ax]

La derivada del sumatorio (19.8) respecto de cada pardmetro ha de
ser igual a cero, lo que genera el sistema de ecuaciones

¥ (L1 — (—ar—)Xp)a11 4+ -+ ¢ (L — (—am —)Xa) @y =0

IIJ/(Ll — (—al—)XA)aln it +l/J/(Lm - (—am—)XA)amn =0
(19.9)

Este sistema se resuelve a su vez linealizando. Para ello tomamos
un punto aproximado, que por sencillez serd X5y = 0. El valor apro-
ximado de ¢ es €;, = L;,” de modo que

P (Li— (—a;—)Xa) = 9" (L) — ZEL’"(LJ%A%
en donde las derivadas parciales son 4;;. La primera ecuacién queda

ZlPI(Li)ail ~ <Z 1,L7"(Ll-)al-1al-1A:B1 + e+ le"(Li)uﬂainAmn> ~0

y andlogamente las demas.

El conjunto de ecuaciones es casi igual que el de las ecuaciones
normales del método de minimos cuadrados. Los sumatorios que
multiplican a cada Az; son un elemento de la matriz ATA multipli-
cado por 9’ (L;). Estas ultimas cantidades las podemos incluir en los
elementos a;; multiplicando cada uno de ellos por /¢ (L;). Es una
multiplicaciéon de la matriz A por filas, andloga a la que transforma
A (or) en A (no.). A la matriz resultante la llamaremos A’, y ¥’ sera
el vector columna ¢’ (L;). Entonces el sistema de ecuaciones es

ATA X, ~ ATY,

“Una vez planteado el sistema las variables son siempre los valores ajustados, por
eso empleamos ya € en lugar de e.
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La matriz A’TA’ es la homoéloga de la N del método de minimos cua-
drados, y por esa razoén la llamamos también N. Entonces

NX, ~ ATY/, Xp ~ N71ATY. (19.10)

Ahora bien, a esta solucién aproximada se llega a través de dos li-
nealizaciones. La primera es la misma que la del método de minimos
cuadrados, y es la que, para un Xy préximo a los valores reales, permi-
te sustituir a todos los efectos las relaciones exactas por V.= L — AXj.
La segunda sin embargo requiere una cercania a la solucién mucho
mayor, porque atafie a la funcién ¢/, cuyas variaciones se producen
en el orden de magnitud de los residuos. Es decir, que si el valor ajus-
tado de un residuo es, por ejemplo, v = 0,6, no se puede empezar el
proceso de linealizacién en un punto en el que v = 20, en general, ya
que el proceso no convergera. Por ello se calcula previamente una so-
lucién aproximada por el método de minimos cuadrados, que estara
mucho més préxima a la solucién final que los valores iniciales.

Funciones ¢’

Vamos a ver cudl es las funcién ¢’ en funcién de F.

f=-F/2, ¢=—log(-F)+log2, ¢ =—=.

Para valores negativos de la variable obtenemos ¢’ como —'(—x).
También se puede obtener " en funcién de las derivadas de F, pe-
ro es mds comodo derivar directamente ¢’. Ahora vemos la razén de
buscar funciones F con segunda derivada continua. Esta segunda de-
rivada aparece en el sistema de ecuaciones (19.9), y de ser discontinua
podria el sistema no tener solucién, lo que equivale a que el maximo
de probabilidad estarfa, para alguna de las observaciones, en uno de

los puntos de discontinuidad. En el sistema linealizado aparece F"
(en '), que no serd continua en general, pero eso no supone ningtn
inconveniente. Puede comprobarse graficamente que en la solucién
de una ecuacién mediante un proceso iterativo linealizando no causa
ningtn problema que en algtin punto la funcién tenga una disconti-
nuidad en su derivada.
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A continuacién se muestra la funcién ¢’ para algunas de las fun-
ciones mds habituales en la construccién de distribuciones. g(x) o sim-
plemente g denota una funcién cualquiera, pero pensando sobre todo
en un polinomio.

F g’ F ¢’
bsenax atanax b arctan ax ﬂ
se a arcta T+ (b2)2
242 — g
q(x)  —q"(x)/q' (x) 1/4(x) %
S el b atl
q (c+x)m c+x

Solucién alternativa. Funcién de peso

El sistema (19.9) se puede resolver mediante un método iterativo

I(a).
distinto. Las cantidades ¢’ (v;) las escribimos como ¢ 1(:’) v;, conlo que
las ecuaciones quedan

(v (v
—lP ( 1)1)1111]’ + -+ L ( m)’llmﬂm]‘ =0.
U1

Um

Si las cantidades ¢’ (v;) /v; fuesen constantes, c;, este sistema serfa el
mismo que el del método de los minimos cuadrados, multiplicando
los pesos originales de las observaciones por c;. Podemos no obstante
tomar para esas cantidades un valor constante aproximado, tomando
para v; el valor aproximado L;. La funcién 9’ (x)/x recibe el nombre
de funcién peso, y se denota por p. Cumple p(—x) = p(x). Dividimos
cada fila de la matriz A y del vector L por /p(L;), obteniendo unas
nuevas matrices A’ y L’. Volvemos a llamar N a A’TA’, y entonces

NX, ~ AL, Xp ~ NTTATL. (19.11)

Serd necesario realizar varias iteraciones. La convergencia es mas len-
ta que en el método de linealizacion.
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Estudio de la funcién ¢

La solucién de méxima probabilidad no es centrada, y habra que
revisar la solucién para verificar que es correcta, especialmente las
observaciones con residuo elevado y las que tienen pardmetros en
comun con ellas. Es interesante estudiar el comportamiento del esti-
mador en ejemplos sencillos y representativos.

En primer lugar hay que ver cémo es la funcién 1, cuya suma hay
que minimizar. Siempre tiende a infinito, ya que el valor de la fun-
cién de densidad tiende a cero. En el estimador minimo cuadrético
es x2, que tiende a infinito de manera cada vez més rapida. Por eso
este estimador tiende a evitar residuos muy altos, en 16gica con la dis-
tribuciéon normal supuesta. La siguiente manera de tender a infinito
de modo mas lento es con derivada constante o bien tendiendo a un
valor constante. Es el caso de f & exp(—|x|), que para un conjunto
de medidas de una misma magnitud da como resultado la mediana.
Para esta distribucién la funciéon F es e *. Para cualquier F con un
decrecimiento asintético menor (exactamente, limy .., F /e~ = 0) la
derivada de 1 tiende a cero, de donde viene la propiedad de su esti-
mador asociado de «eliminar» observaciones para las que se ha esti-
mado un error muy grande, y se obtiene un resultado practicamente
igual que si esas observaciones no existiesen. Por eso estos estimado-
res se llaman robustos.

En la figura 19.3 se muestra la grafica de una funcién ¥ de un
estimador robusto. Vamos a analizar qué solucién proporciona el es-

—

€1 =€ i ¢ €2

Fig. 19.3: Funcion 1 tipo para distribuciones reales
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timador de méxima probabilidad para una funcién de ese tipo en el
caso de dos observaciones {1, {, de una magnitud 1. Supongamos
0 > b, ysea ey = ({1 — £)/2. Si tomamos como solucién la media
aritmética entonces €1 = —&p = ¢p, y tenemos

W(er) +¢(e2) = 2¢(eo).

La solucién es el punto que minimice §(e7) + ¢(e2). Vamos a estu-
diar como se comporta esta cantidad cuando variamos [ respecto a la
media aritmética. Los valores absolutos de los errores serdn ¢ + Ae 'y
gp — Ae. Si gg es pequefio estard en la parte convexa de la funcién .
Entonces

P(eo + Ae) + (g + Ae) > 2¢(ep),

de modo que la media aritmética sera la solucién. Si ¢ es muy gran-
de estard en la parte céncava de la gréfica, y ocurre lo contrario, que
una separacion respecto a la media aritmética disminuye la suma
P(e1) + (e2). Si vamos separando cada vez maés el valor ! respecto
a la media aritmética, para el residuo que aumenta en valor absoluto,
supongamos ¢y, el valor de ¢’ disminuye indefinidamente, tendien-
do a cero. Para ¢ la derivada ¢’ aumenta en un principio, pero tras
pasar el punto de inflexién empieza a disminuir, y cuando el residuo
tiende a cero i’ también tiende a cero, si hemos tomado una funcién
para la cual f'(0) = 0. Entonces llegard un punto para &; proximo
a cero en el cual ¢/(|e1|) = ¢'(Jez]). Si seguimos separando mas el
valor I entonces 1(g1) + ¢(e2) ya no disminuird, sino que aumentard,
y entonces aquél punto es la solucién. En la grafica 19.3 se muestran
ambos casos. Normalmente la disminucién de la derivada a partir
del punto de inflexién i es més lenta hacia valores mayores que hacia
valores menores, lo que implica que s6lo hay un minimo para eg < i.

El punto i es el error a partir del cual hay mds probabilidad de
cometer un error muy grande y otro pequefio que de cometer dos
errores de igual magnitud y que sumen lo mismo que los anteriores,
de acuerdo a la distribucién supuesta, y por eso la solucién mas pro-
bable deja de ser la media aritmética. La funcién 3 mads sencilla con
una forma similar a la de la gréfica 19.3 es log(1 + 50x?), que se co-
rresponde con una funcién F de tipo arcotangente. La constante 50
es la que hace T = 1. Para esta funcién el punto i es ~ 0,1414, lo que
muestra los peligros de los estimadores de méxima probabilidad. Es
mas habitual valores de i entre 2 y 3.
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Cuando /1 — {» es muy grande el estimador de méxima proba-
bilidad expone dos soluciones indistintas, una préxima a ¢; y otra
préxima a £». Cudl de ellas se obtenga depende del valor inicial para
el proceso iterativo. Podria incluso obtenerse el resultado de minima
probabilidad (la media), dado que también es un extremo relativo.
Puesto que el problema es simétrico respecto a /1 y ¢, el estimador
centrado serd siempre la media. Cuando hay mds observaciones es
mads raro obtener un minimo de probabilidad en lugar de un maxi-
mo. No obstante siempre puede haber pares de observaciones prac-
ticamente independientes de las demads, y no es raro que la solucién
ajustada sea para algunas variables un minimo relativo de probabili-
dad en lugar de un méximo. Por otra parte, puesto que en esos pares
de variables no podemos saber cudl de las dos observaciones es la
buena, la mejor solucién serd siempre tomar el punto medio, aunque
sea un minimo en lugar de un maximo. Partiendo de las relaciones li-
neales V = L — AX, el estimador minimo cuadrético es la solucién de
un sistema de ecuaciones lineales, y es por tanto tinico. Sin embargo
si empleamos otro estimador el sistema de ecuaciones ya no es lineal,
y puede tener muchas soluciones, aunque normalmente estaran muy
proximas entre si, salvo en los casos de pares o conjuntos de puntos
con una tinica redundancia, en los que si hay una observacién con un
error muy grande es imposible saber cudl de ellas es. La solucién a
la que se llegue depende del valor inicial aproximado. El método de
la funcién de peso es menos proclive a obtener minimos en lugar de
maximos.

Supongamos ahora tres medidas en lugar de dos, y en particular
el caso en el que dos medidas son iguales y la otra distinta. Ocurrird
algo similar al caso de dos medidas; la solucién sera aproximadamen-
te la media aritmética hasta una cierta separacién en las observacio-
nes, punto a partir del cual el punto ajustado se aproxima rdpidamen-
te a las observaciones iguales. Puede verse que para las funciones ¢
que estamos analizando la solucién para errores pequefios esté lige-
ramente mdas préxima a las medidas iguales que la media aritmética.
Segln va aumentando la separacién entre las observaciones iguales
y la distinta, el error ajustado para las medidas iguales aumenta cada
vez més despacio, mientras que para la distinta lo hace cada vez mds
répido; es decir, que el punto ajustado se separa cada vez més despa-
cio de las medidas iguales. Cuando el residuo mayor llega al punto i,
si aumentamos mds la separacién entre las observaciones el punto
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ajustado empieza a acercarse a las iguales. Este caso no da lugar nun-
ca al problema de dos méaximos relativos y un minimo intermedio.

Si las tres observaciones estuviesen muy separadas entre s, lo que
significaria que hay al menos dos observaciones con un error muy
grande, entonces habria tres maximos relativos de probabilidad, pré-
ximos cada uno a una de las observaciones. Si se tiene un conjun-
to mayor de observaciones podrd haber mas o menos observaciones
con un error elevado. Si hay muy pocas en relacién a las redundan-
cias habra una tnica solucién de maxima probabilidad, si bien es una
cuestion que depende también mucho de la configuracién relativa de
las observaciones con mds error. Segtin vaya aumentando el nimero
de observaciones con error elevado irdn apareciendo varias solucio-
nes localmente 6ptimas, siendo imposible discernir en torno a cudl
de ellas se encuentran los valores verdaderos.

La funcién ¢’ en su limite hacia infinito estd siempre por encima
de 1/x. Se muestran a continuacién funciones F que tienden a 0 muy
despacio junto con sus correspondientes funciones ¢':

F v’
1 2
x x
1 1 2
— + =
log x x xlogx
1 1 1 2
— = +
loglog x x xlogx = x(logx)loglog x

No existe ninguna funcién F para la cual ¢’ = 1/x. Si fuese asi
entonces serfia = logx y f « e~ ¥ = 1/x, que no puede ser funcién
de densidad porque su integral es infinito. Sin embargo esta funcién
la hemos empleado con el significado de no saber nada para valores
que pueden ser muy pequefios o muy grandes (la desviacién tipica),
y eso mismo se puede interpretar para valores de errores grandes,
debidos a equivocaciones o mal funcionamiento de aparatos (errores
groseros), aunque en este caso realmente no es asi; hay un valor de
referencia, que es T, y parece claro que la probabilidad de cometer un
error entre 107 y 207 es mayor que la de uno entre 1007 y 2007, y este
a su vez mayor que uno entre 10007 y 20007.
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Descentralidad de la estimacion de maxima probabilidad

En problemas con muy pocos pardmetros si que es posible obtener
la estimacién centrada, y se puede comparar con la que se obtiene
mediante la estimacion de maxima probabilidad. A continuacién se
muestra un ejemplo baséndose en una funcién F del tipo siguiente:

barctanax, x <0,2.
_ —(ax+bx24cx3)
F(x) = ke ) , 02<x<3.
x > 3.

(x2 +ax + )04’
con los siguientes valores para las constantes:

barctan ax: b~ 0,7868, a ~ 1,3550.
ke~ (ax+bx?+ex®) . p 01002344, @ =11, b= 0,414, ¢ = —0,094.

b
—————: b=~0,007985, a ~ —4,882, c ~ 6,074.
(x2 +ax +c)04

Los detalles sobre sobre su obtencién y justificacién se pueden
encontrar en el libro de ejercicios. Puede comprobarse que F(2) =
0,045. El decrecimiento asintético de esta funcién es ~ b/ x9%8.

Se han tomado varios casos representativos, todos ellos consisten-
tes en tres observaciones de una misma magnitud. La funcién g(x)
es simplemente proporcional al producto ] f(¢; — x). La constan-
te de proporcionalidad se obtiene como siempre evaluando la inte-
gral, y una vez obtenida ésta la estimacién centrada viene dada por
Jrxg(x)dx. Como la funcion f esta definida a tramos, y es lo habitual,
es un tanto pesado obtener los limites de cada tramo para la funcién g
y su expresion exacta en cada uno de ellos, como se pudo ver en el
capitulo 3 en el que se calculé para una distribucién f triangular. Es
mucho mas sencillo obtener g(x) para un conjunto de valores x toma-
dos a intervalos regulares, y de todas formas las integrales habrd que
evaluarlas mediante métodos numéricos aproximados, asi que no se
pierde nada.

En las péginas siguientes se muestran las graficas de las funcio-
nes g centradas en la solucién de maxima probabilidad, y compara-
das con una normal y la f de este problema, ambas para T = 1/V/3.
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= T
-2 -1 0 1 2

Fig. 19.5 : Funciones g para estimaciones de maxima probabilidad, II

262



19 Estimadores para otras distribuciones, I

Fig. 19.6 : Funciones g para estimaciones de maxima probabilidad, III

Fig. 19.7 : Funciones g para estimaciones de médxima probabilidad, IV
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A continuacién se muestra a la izquierda el conjunto de valores ob-
servados en cada caso y a la derecha la diferencia entre la estimacién
centrada y la solucién de maxima probabilidad.

-030 1 0,081 -030 2 0,184
-03 0 3 0,247 -0304 0274
-0,3 010 0,038

-1,2 0 2 0,082 -1,20 3 0,087
-120 4 0311 —-1,2 0 10 —0,022

Puede verse que el descentrado es apreciable. Los valores de Ty
estaran en torno a 1/v/3 6 1/v/2, lo que significa en algunos casos un
descentrado de %’Tx.

Disefio de un estimador més centrado

Habra que buscar un estimador que proporcione resultados maés
centrados. La manera mas sencilla consiste en resolver el problema
mediante el método de la funcién de peso, pero modificando esa fun-
cién. La funcién p para la distribucién F que estamos empleando se
muestra en la grafica 19.8, junto con otras funciones. Analizando los
casos anteriores se ve que es necesario reducir el peso de los residuos
muy pequefios. La funcién p aumenta mucho segtn se aproxima a 0,
y tenderia a infinito si no fuese por el pequefio tramo en F de tipo
arcotangente al principio. La funcién p, y en consecuencia la solucién
de maxima probabilidad, es muy sensible a variaciones muy peque-
flas de F cerca del origen. A la funcion de pesos modificada la llama-
remos p,. (funcién de pesos del estimador). Una solucién que mejora
considerablemente los resultados consiste en tomar para x < Xmm
el valor p,(x) = p(xmm). Para el ejemplo que estamos siguiendo un
buen valor de xpi, es 0,7. Normalmente la funcién p. se podrd me-
jorar mas mediante pequefios ajustes, y es un proceso que necesita
tiempo. Una modificacién habitual es la disminucién del peso para
los residuos muy grandes. En efecto, vemos que en el caso —1,2 0 10,
cuyos residuos ajustados son —0,71 0,49 10,49, el descentrado es en
sentido contrario. Al disminuir el peso para residuos pequefios este
descentrado aumentard, y aparecerd uno con ese mismo sentido tam-
bién en el caso —0,3 0 10.
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Pe

Pt

Fig. 19.8: Funciones de peso: p, pe V pr

La funcién p, finalmente ajustada se muestra en la gréfica 19.8,
comparada con la funcién original. En la comparacién de estas grafi-
cas, asi como en el anélisis de una funcién individualmente, hay que
tener en cuenta que una funcién de peso la podemos multiplicar por
una constante arbitraria. El tiltimo tramo de la funcién p,, a partir de
x = 6, es de tipo b/x. Los nuevos valores de descentrado son los
siguientes:

-03 01 ~0 -03 0 2 0,007
-030 3 0,008 -030 4 0,016
-0,3 010 —0,001

-120 2 0,013 -1,20 3 0,015
-12 0 4 —0,004 -1,2 0 10 0,003

Los resultados se pueden afinar mds, pero hay que tener en cuen-
ta que los casos seleccionados no son todos los posibles. De hecho
algunos valores inicialmente conseguidos eran ligeramente mejores,
pero finalmente se ajust6 la funcién p, teniendo en cuenta los casos de
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error mayor intermedios entre 4 y 10, para llegar a los valores mostra-
dos. El resultado de la estimacién es muy sensible a pequeas varia-
ciones en la funcién de pesos, y la pequefia diferencia que hay entre
Py Pe en gran parte de su dominio supone una mejora apreciable en
el centrado de la estimacién. El mayor descentrado en valor absolu-
to, incluyendo los valores no mostrados, es 0,016. Se ha reducido por
tanto el descentrado maximo a la vigésima parte, estando ahora los
valores muy por debajo de t«/10.

Los casos estudiados son bastante representativos aunque se limi-
ten a tres observaciones. Si se tienen por ejemplo cinco observacio-
nes, normalmente podremos separarlas en dos conjuntos, uno de tres
observaciones y otro de dos, de manera que las soluciones que pro-
porciona el estimador para uno y otro estén muy préximas entre si.
Sean z1 y x esas soluciones. El valor z que se obtenga estard com-
prendido entre ambos. A su vez tanto z; como x; estardn proximos
a las estimaciones centradas para cada conjunto, pues son los casos
contemplados en el disefio de la funcién p,, y la solucién centrada
estard entre ambas soluciones centradas, y en definitiva préxima a z.
Cuando més aumenta el nimero de redundancias en relacién a las ob-
servaciones mads facil es que un estimador, cualquiera, sea centrado.
Podra haber mas pardmetros y observaciones, relacionados de diver-
sas maneras, pero muchos problemas son localmente aproximados
a un pequefio nimero de pardmetros con un niimero tampoco muy
grande de observaciones.

La funcién p, no da lugar a la estimacién de méxima probabili-
dad para la funcién F de la que se ha derivado, pero si para algu-
na otra funcién F." Entonces sucederd también que cuando el nime-
ro de observaciones con un error grande es muy alto en relacién a
las redundancias el estimador encontrard varias soluciones, depen-
diendo del punto aproximado de partida. No obstante, cuando el

*Vimos que una funcién de peso p no puede ser en su tGltimo tramo igual a 1/x2,
ya que se corresponderia con una funcién f de integral infinito. Sin embargo si puede
ser (1+¢)/x? para cualquier ¢ > 0, ya que entonces f « 1/x!*¢ en ese tramo, que
tiene integral finita, y existe una constante de proporcionalidad tal que | f = 1. Puesto
que una funcién de peso la podemos multiplicar por cualquier constante, entonces si p
tiene una cola de tipo b/ x? siempre serd la funcién p de alguna funcién F. Lo que no se
puede es disefiar una funcién F, derivar su puncién p, y el tramo final sustituirlo por
1/x?, porque entonces habra que multiplicar p por alguna constante k > 1 para obtener
una funcién F de la que derive, lo que equivale a sustituir f por f*, trastocando la
funcién original.
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numero de observaciones es muy grande esta acumulacién de erro-
res grandes solo se ;Jodré dar en muy pocos lugares (exactamente,
(")F (x)k(1 — F)™k es la probabilidad de que k observaciones de
entre m superen el error x). Sino es asi y los errores elevados son més
abundantes de lo esperado, entonces es que el valor supuesto de T no
es correcto, o tal vez toda la funcion f.

Simulacién del caso directo

Con maés de un pardmetro se hace dificil calcular la estimacién
centrada y con ello la diferencia respecto a ella de la solucién obte-
nida mediante p.. Sin embargo es muy sencillo estudiar el proceso
contrario, es decir, el directo, y partiendo de unos valores reales gene-
rar conjuntos de observaciones de acuerdo a la funcién F, y calcular
los valores ajustados que se obtendrian. Si el ntimero de parametros
es pequefio se puede generar de manera sistematica los conjuntos de
observaciones siguiendo distribuciones F. Supongamos por ejemplo
que estamos simulando un problema con tres pardmetros y cinco ob-
servaciones. Dividimos el intervalo [0, 1] de manera regular en un nu-
mero de valores, por ejemplo 30. Los valores seran 61—0, %, Lo %. Para
cada uno de esos valores y calculamos F~! (), y ese valor lo tomamos
como {1, segin se muestra en la gréfica:

1

Oﬁﬂﬂ

! F!

Fig. 19.9: Obtencién de valores siguiendo una distribuciéon F

Realizamos esta operacién para las cinco observaciones, y obte-
nemos un total de 30° = i 72 900 000 ! combinaciones posibles de
valores observados, para cada una de las cuales tendremos unos va-
lores ajustados. Se pueden reducir a la mitad si nos damos cuenta de
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que los resultados para unos valores (—¢q, ..., —€&,) serdn exactamen-
te los mismos que para (&1, ..., € ) pero cambiados de signo tanto los
residuos como los errores en la estimacién, £ — x, debido a la simetria
de las funciones f. También debido esta simetria cualquier estimador,
sea bueno o malo, serd centrado en sentido directo, lo que muestra el
poco valor que tiene el que un estimador sea centrado desde el punto
de vista directo.

Cuando el ntimero de observaciones es mayor esta claro que es im-
posible proceder de este modo. Se puede pensar en reducir el niimero
de valores considerados para cada observacién, pero de hecho 30 ya
es un numero bastante pequefio, ya que el maximo error que se ge-
nerard es 771(1 /30),y % ~ 0,033, por lo que apenas superamos 27.
Una solucién que se puede emplear para un conjunto mayor de ob-
servaciones y que ademads es mucho mads realista consiste en dividir
el intervalo [0,1] en tantos intervalos regulares como observaciones
se vayan a necesitar en total, es decir, el nimero m de observaciones
multiplicado por el nimero de simulaciones, y los valores obtenidos
como Fy 1* agruparlos de manera aleatoria de 71 en m. Para cada con-
junto de m errores distribuimos sus valores entre las observaciones
de manera también aleatoria, obteniendo asi un conjunto de valores
observados. El reparto aleatorio se puede efectuar antes o después de
aplicar F, L

Si s6lo vamos a realizar un pequefio ntimero de simulaciones se
puede obtener cada valor de error generando de manera aleatoria
(se entiende que de acuerdo a una distribucién uniforme) un ntime-
ro y entre 0 y 1 y tomando F~!(y). Finalmente, se pueden tomar los
errores a discrecién del analista con la finalidad de estudiar cémo se
comporta el estimador en una circunstancia determinada.

En los andlisis de las simulaciones hay que tener siempre presente
que se trata de problemas directos, y no de problemas inversos que
son los que realmente conforman el proceso de estimacién. Es muy
facil tender a fijarse en casos formados por observaciones con errores
pequerios salvo una con un error muy elevado, especialmente cuan-
do los errores se deciden «a dedo», sin tener en cuenta que ese mismo
conjunto de valores observados se podria haber obtenido para otros
valores reales sin un error tan marcado en una observacién. Una solu-
cién de cara al andlisis consiste en agrupar las simulaciones segtin la

“Fo es la funcién F centrada en 0.
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similitud de los valores ¢; — ¢;, pero s6lo es factible obtener conjuntos
representativos cuando el nimero de observaciones es muy pequefio.
El anterior andlisis sesgado favorece los estimadores de maxima pro-
babilidad frente a los centrados. Asi, volviendo a los ejemplos de tres
observaciones de una magnitud, cuando los valores observados son
—0,3 0 41lasolucién de maxima probabilidad que se obtuvo fue 0,05,
mientras que la centrada fue 0,34. Los estimadores de maxima proba-
bilidad tienden a proporcionar soluciones en las que aparentemente
se han «detectado» y «eliminado» los errores grandes, dejando una
solucién muy limpia. Muchas veces serd asi, pero también muchas
otras estard alejandose del valor real.

Definicion directa de la matriz de pesos

Cuando no se puede obtener F, por falta de datos suficientes, o
bien aunque se pueda obtener porque quien debe hacerlo no sabe o
no quiere, se define p, directamente. Si se hace asi hay que ser cautos
en la eleccién de la funcién p,, aunque muchas veces se hace exacta-
mente lo contrario, y se escoge una funcién con una caida muy brusca
en torno a un valor medio-alto, por ejemplo 3. Las funciones de este
tipo, mds atin que las de maxima probabilidad, tienden a ajustarse
muy bien a un conjunto de observaciones ignorando las discrepantes
con esa solucién.

Siempre se podra obtener un punto ajustado para el cual hay un
conjunto relativamente amplio de residuos muy pequefios y unos
cuantos residuos bastante elevados, pero esa no es la solucion.

269






20 Estimadores para otras
distribuciones, 11

Regiones de confianza. Introduccién

Una vez obtenidos unos valores ajustados hay que calcular los in-
tervalos de confianza y tal vez también la desviacién tipica de referen-
cia, o mds exactamente la medida de dispersién de referencia: 7p. En
primer lugar supondremos que esta tiltima no la estimamos, y es un
valor conocido tg. Los intervalos o regiones de confianza vienen da-
dos por la integral de la funcién g, cuya obtencién no serd factible en
muchas ocasiones. Habra que buscar entonces alguna solucién apro-
ximada. El problema tiene dos partes. La primera es la estimacién de
los valores de T. Nos centraremos primero en los pardmetros. Hay
que obtener por tanto unos valores (7y,, ..., Tx,), y al ser posible una
matriz Txx = (7;), en la que 72 = 72. Habrd que ver qué significado
tienen los valores 7;; para i # j. La matriz no la llamaremos T sino
Txx. Puesto que se tratard de una estimacién deberiamos llamarla Ty,
pero como la matriz exacta es inalcanzable no hace falta distinguir en-
tre ambas, y Txx se referird siempre a la matriz que hayamos obtenido.
La segunda parte se refiere a qué tipo de distribucién emplear para
obtener los intervalos y regiones de confianza, puesto que la distribu-
cién exacta no la podemos obtener. Esta es una cuestién aparentemen-
te mds complicada pero que se resuelve de una manera muy sencilla.

Obtencién de Tyx. Funcién p-

Respecto a la primera parte del problema, la solucién maés senci-
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lla seguramente sea obtener T como ATA” para alguna matriz A’.
Por A’ denotamos la matriz A divididas las filas por ,/pr para algu-
na funcién pr. Para encontrar una funcién p adecuada emplearemos
una vez mas como casos representativos los de tres observaciones de
una magnitud, en los que podemos calcular el valor real Ty. De es-
tos, aquellos en los que el residuo mayor esta en torno a 10 pueden
tomarse también como casos de dos observaciones, ya que esa obser-
vacién ha quedado practicamente eliminada por el peso p. y apenas
influye en el valor de Tx. A continuacién se muestran varias ternas de
observaciones con sus correspondientes Tx. Se muestran los residuos
aproximados en lugar de los valores observados porque son aquellos
los significativos, y sélo difieren de estos en un desplazamiento.

U1 (%) U3 Tx U1 (%) V3 Tx
-0,5 0 05 047 -1 0 1 0,55
—05 02 08 050  —07 —04 16 056
-08 =05 25 0,70 -06 —-03 36 076
—-04 01 49 068 -0,3 0 6 062
-0,3 0 7 0,60 -02 01 101 0,59
—13 —01 19 068  —14 —02 28 079
-1,1 01 41 082 -09 03 53 072
-08 04 64 0,67 -0,7 05 10,5 0,65

-2 0 2 079 -2 0 3 096

Estos valores de Ty son los que hacen la probabilidad del inter-
valo [z — 2T, z + 27y igual a 0,955. Es decir, que se ha tomado co-
mo centro del intervalo el punto z obtenido mediante la funcién p.
y no la estimacion exactamente centrada. Debe hacerse asi ya que los
intervalos y regiones de confianza se daran centrados en los valores
ajustados, y no en las estimaciones centradas que normalmente no co-
noceremos. Si empledsemos el valor ajustado de las estimaciones de
maxima probabilidad algunos de los anteriores valores de Ty serian
considerablemente mayores.

Se puede probar a tomar las funciones p y p. para obtener la ma-

triz A’ pero los resultados son mejorables. En la pagina siguiente se
muestran algunas gréficas de funciones Gy (x) = P(% < x) segun
esos valores de 7. La funcion Gy se obtiene a partir de la integral de la

272



20 Estimadores para otras distribuciones, I

l 1 -
[‘/'/'/4 —— Normal
o —— F
0,955 :
> 5 1 050005
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o 2101
6,/ ~ 3 1202
// 3 4 1203
2 5 1204
6 120 10
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1,6 2 24 2,8
Fig. 20.1: Funciones Gx calculando A’ segtin los pesos p
1
2
— = —— Normal
1 =" —— F
0,955 —F
- 1 050 0 05
" 2
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% 5 3 1202
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Fig. 20.2: Funciones Gx calculando A’ segtn los pesos p,
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funcién g. Por lo tanto si empledsemos el valor correcto de 7, 0 sea Ty,
tendriamos exactamente Gy (2) = 0,955. Al emplear en el eje de absci-
sas la variable (x — z) /7, el punto G5 1(0,955) sera distinto de 2. Ese
punto es 21 pero en la escala del eje de abscisas, es decir, 2ty /7. Por
lo tanto G5 1 (0,955) /2 muestra el error en la estimacion de Ty, mien-
tras que Gx(2) es la probabilidad realmente contenida en el intervalo
[z — 27, T + 27%], que erréneamente tomarfamos como el 95,5 %. En
las graficas se muestran también las distribuciones normal y F.

En realidad no se han empleado exactamente p y p, para obtener
estas graficas. Mientras que las funciones p y p. las podemos escalar
multiplicdndolas por una constante, la funcién p+ es fija. Si multipli-
cdsemos toda la funcién por k obtendriamos unos valores de 7 divi-
didos por /k. Entonces aplicando directamente p o p, se obtendran
normalmente unos valores de 7 demasiado grandes o demasiado pe-
quenios, y habra que tomar pr = kp 6 pr = kp., para un valor concreto
de k. En el caso de la funcién p es cierto que hay un factor de escala
absoluto, ya que p = ¢’/ x, y podria pensarse que tal vez empleando
exactamente esa funcién los valores de 7 serian més correctos, pero
esto no es asi; en este caso fue necesario dividir la funcién p por un
factor k = 2.

Distribucién a emplear para las regiones de confianza

Antes de buscar una funcién pr que dé buenos resultados pode-
mos resolver ya la segunda parte del problema: decidir qué distribu-
cién emplear para calcular los intervalos y regiones de confianza. En
las graficas vemos que las funciones G estdn mucho mds préximas a
la normal que a F;. A partir de x = 3 0 2,5, segtin la configuracién
de las observaciones, la diferencia respecto a la normal empieza a ser
significativa. Cuanto mayor sean las redundancias menor seré la di-
ferencia respecto a una normal. Para los intervalos, elipses y circulos
del 95,5 % de confianza no habra casi diferencia, y resulta razonable
calcularlos a partir de los elementos 7;; como si se tratase de los o;;
de una distribucién normal. Para regiones de dimensién 3 y mayores
habria que aumentar los valores de los radios asi obtenidos.

La aproximacién a una normal en un entorno bastante amplio al-
rededor de 7y permite calcular la matriz Ty como ATxxAT.
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Disefio de la funcién p,

Podemos deducir algunas caracteristicas que ha de tener la fun-
cién p. En primer lugar vemos que Ty en el caso —0,5 0 0,5 es me-
nor queen —1 0 1, por lo que para valores pequefios tiene que tener
una cierta pendiente, al contrario que p.. En segundo lugar, cuando
un residuo tiende a infinito el resultado de la estimacion tiende a ser
igual que si ese residuo no existiese, y entonces p ha de tender a cero.
Se puede emplear un dltimo tramo proporcional a 1/x?, y entonces
si se tienen dos observaciones muy separadas la precisién calculada
serd inversamente proporcional a la distancia entre las observaciones,
lo que parece 16gico. Por otra parte, resulta que una observacion con
residuo alto, pero no tanto como para quede eliminada completamen-
te, por ejemplo 3 6 4, es peor que sino existiese; es decir, peor que un
error mucho mayor para el cual pr = 0, y entonces para esos valores
ha de ser p; < 0. La funcién adoptada en el ejemplo que estamos
siguiendo es la que se muestra unas paginas atrds en la grafica com-
parativa de las funciones peso (fig. 19.8).

En este ejemplo sencillo (ATTA?)~1 equivale a (L p<) ' Los va-
lores de 7y obtenidos y su diferencia relativa respecto a los valores
verdaderos son los siguientes:

v v U3 T
-0,5 0 0,5 0,49 0,041
-1 0 1 054 0,027
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(Continuacién)

—08 04 64 068 0010
—07 05 105 065 —0,006
2 0 2 073 —0077
2 0 3 091 —0,052

Salvo en los dos tltimos casos, en los que tampoco es mucho ma-
yor, la diferencia no llega al 5%, lo que para una estimacién de la
dispersién es muy poco.

El valor p(0) tiene un significado particular. Supongamos m me-

m

didas iguales, y por comodidad iguales a 0. Entonces g(x) o f(x)™.
Por ejemplo, si f es una normal (0, T) entonces

( mx)2

g(x) oce_% =e 22 o f(vmx),

de donde tx = t/y/m, como ya sabiamos.
Si f(x) o< e~ * entonces

8(x) e o f(mx),

de donde T = t/m.
Mediante la funcién p; obtendremos el valor

T

mp=(0) .

Por lo tanto para la distribucién normal tiene que ser p(0) = 1, lo
que ya sabiamos puesto que en este caso pr = 1. Para la segunda

Tx —
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distribucién de ejemplo deberiamos tener p.(0) = 1/m, lo que es
imposible ya que es un valor variable con m. Este hecho pone de ma-
nifiesto las limitaciones de obtener 7 mediante una funcién p. del
modo en que lo estamos haciendo. De todos modos no es tan grave
como en un principio parece. El valor 1x = T/m disminuye rdpida-
mente cuando las observaciones no son exactamente iguales, y esto a
su vez es mds dificil cuanto mayor es m. Ademads el valor tan bajo de
Tx se debe a que la funcién e~ * tiene un pico en x = 0. Si construimos
las funciones F siguiendo las reglas dadas en la p. 250, en particular
la regla 6, la funcién f no tendra ese pico. Esto no quiere decir que
el valor de p(0) para el cual se obtiene tx no dependera de m, ya

que F'(0)=0es simplemente una condicién local, y es posible que
a excepcion de un entorno del cero, y probablemente tampoco para
valores grandes, la funcién f se parezca e~*, como de hecho ocurre
en el ejemplo que seguimos. Sin embargo la dependencia serd menor
que si fuese f = e~¥, y cuanto mayor es m mas queda determinada
g(x) por el tramo inicial de f, y el valor correcto de p-(0) para cada
m tenderd a un limite que se puede calcular. Entonces seréa suficiente
con un valor de p.(0) adecuado para m = 2y m = 3. A continuacién
mostramos para nuestro ejemplo, para algunos valores de 1, los va-
lores correctos de p.(0,m) junto con el error relativo cometido en 7

por aplicar p(0).

m| 2 3 4 5 6 o
pc(0,m) | 1513 1764 1950 2,09 221 3,67
(7x —Tx)/Tx |—0,033 0,044 0,098 0,14 017 043

p(0) = 1,618

Para valores muy grandes de m el valor de Ty tiene poco signifi-
cado, ya que es muy sensible a las derivadas de F en torno al cero,
y con modificaciones muy ligeras de la funcién se puede hacer que
esos valores varien mucho, como se muestra en el libro de ejercicios.
Entonces, si alguna vez quisiésemos llevar a cabo estimaciones con
un gran ndmero de redundancias, como puede ser el caso de una cali-
bracién, hay que definir el comienzo de F de manera que los valores
de T segtin la distribucién para esos casos sean correctos. Por lo tan-
to, en esos casos, mas que obtener Ty a partir de la parte inicial de F
se obtiene la parte inicial de F a partir de Tx.

Pero dejando aparte esas situaciones, normalmente no hay mas
de cuatro observaciones por pardmetro, y el valor de la funcién p.
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proporciona resultados mds que aceptables. A la vista del cuadro se
aprecia inmediatamente que en este problema serfa adecuado un va-
lor de p.(0) algo mayor. La razén de tomar un valor menor estriba
en que un residuo igual a cero, o muy pequerio, aparece también en
otras muchas ternas con otros residuos mayores. Puede verse en el
cuadro de dos paginas atrds que muchas de las estimaciones de Ty
son subestimaciones, y ese error aumentaria si incrementdsemos el
valor de p-(0).

La matriz A’ se obtiene dividiendo cada fila de A por /pr. Si pr
es negativo habria que dividir por un ndmero imaginario. Esta apa-
ricién de ntimeros imaginarios es transitoria, ya que en el producto
ATA! se multiplican entre si elementos de una misma fila, aparecien-
do los valores p: originales. Si se quieren evitar los niimeros imagi-
narios, en lugar de dividir los elementos de cada matriz del producto
ATA por /P puede mantenerse una matriz fija y en la otra dividir
por pr, lo que es equivalente.

Casos limite para p

Los valores de p; para residuos grandes vemos que proporcio-
nan resultados buenos tanto en el caso en el que otras observaciones
permiten obtener con precision la solucién, como las configuraciones
—0,3 0 /3, como en los casos contrarios, por ejemplo —2 0 3. Siem-
pre se pueden buscar casos en los que la funcién de pesos no dé buen
resultado, pero tienen que ser como los siguientes:

-3 3; —4 0 4, -3 —-15 15 3; -38 —1,2 1,2 38.

En alguno de estos incluso ) pr < 0. Pero son situaciones en las
que hay al menos tantas observaciones con un error grande como
redundancias, y no se puede detectar la observacién correcta, si es
que hay una. Ademas en todos los casos excepto en el tercero incluso
la funcién p, da mas de una solucién segtin el punto inicial, y para la
que tiene més densidad de probabilidad de entre ellas (segtin p,), que
no es la centrada, el valor ) p es positivo y el valor de 7y tiene poco
error, aunque esto ultimo es mds bien casualidad. El tercer ejemplo
estd casi en un punto en el que ) pr = 0.

Esta limitacién de la funcién de pesos tiene poca importancia, ya
que no tiene mucho sentido preocuparse por el valor de 7 para esas
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configuraciones. De todos modos, si se quiere que toda la matriz Tyx
cumpla las propiedades de las matrices de varianzas, cuando aparez-
can valores negativos en su diagonal se pueden aumentar los valo-
res de peso de las ecuaciones que lo requieran y volver a calcular
la matriz. En lugar de buscar esas ecuaciones, que dicho sea es muy
sencillo, puede ser mds cémodo sustituir pr por otra p, > 0, pero
esto estropeard los valores correctos. Una manera de obtener p,, 0 al
menos un punto de partida, es tomar el valor que en el caso de dos
observaciones con residuos —v, v proporcione la estimacién 7 = Tx.

Procedimiento para la estimacién de 1

Falta estudiar la estimacién de Tp. Al contrario que en el estima-
dor minimo cuadrético, la solucién centrada asi como la obtenida me-
diante p, depende de T en general, por lo que ambas estimaciones
no son independientes. La manera de proceder es mediante un proce-
so iterativo: Se calculan unos valores z y 79 de manera independiente
partiendo de un Tp; a continuacién se vuelve a realizar el ajuste to-
mando Ty = 7y, y asi hasta que converja el proceso.

La estimacién de Ty no se puede realizar de manera rigurosa, ya
que la funcién g(7o) es la siguiente (cf. p. 206):

1 .
g(w) & [ o TT () dE.

Y habria que obtener las integrales, y salvo que el ntimero de parame-
tros sea muy pequefio esto no es posible. El término 1/7¢ que aparece
fuera del productorio es la funcién h(tp), segtn se vio en el capitu-
lo 16. La funcién g(3) es similar.

Obtendremos un valor a partir de los residuos, légicamente, asi
que a falta de poder obtener la distribucién g(Tp) veremos co6mo se
relacionan los residuos con T en sentido directo, es decir, qué distri-
bucién siguen los residuos. En consecuencia llegaremos finalmente a
una estimacion de Tty basada en un criterio directo. En el estimador
minimo cuadratico vimos que un criterio de ese tipo darfa un valor 7
desviado por un factor /=2 de la estimacién centrada, asi que una
vez que obtengamos 7 seguin el criterio directo deberemos multiplicar
su valor por una constante adecuada, no necesariamente /=, para
compensar la diferencia. Lo recordaremos en su momento.
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Vimos que en torno a 2t las distribuciones g(1) y g(x) estan mds
proximas a una normal que a la funcién f. Sin embargo para los resi-
duos no sera asi. Cuanto mayor sea el ntimero de redundancias y, de
ahi, mds precisas las estimaciones de los pardmetros, més se aproxi-
maran las cantidades ! — £ a los errores reales, y por lo tanto més se
aproximard la distribucién de v a la f de las observaciones.

La obtencién de la distribucién de las cantidades v es un problema
directo, y por lo tanto no muy complicado y que se puede resolver
para cada problema concreto generando conjuntos de observaciones
siguiendo la distribucién f y registrando los valores v (normalizados)
que se obtendrfan. Dada la simetria de la funcién f no tendremos
en cuenta el signo de los v, y nos fijaremos sélo en |v|. Para generar
directamente observaciones ¢; emplearemos la funcién f de éstas, que
es la misma para todos, para un valor arbitrario de .

Sabemos que cuando la redundancia es muy pequeiia el valor del
residuo tiende a ser mucho menor que el error, asi que, siendo las
r; distintas, cada |v;| seguird una distribucion distinta. Para no tener
que estudiar una distribucién para cada residuo obtendremos mejor
la distribucién conjunta de los |v;|/,/7;. Para ello hay que resolver
c6mo calcular las redundancias r;. En una estimacién minimo cua-
dratica no dependen de ¢;, pero en general no serd asi. Si un error es
muy grande su residuo serd también grande, por lo que tendra un
peso p. en el ajuste pequenio. Entonces influye poco en el ajuste y su
redundancia también es alta. Por otra parte, si un conjunto de m ob-
servaciones con r redundancias contiene una con un error muy alto,
entonces la solucién serd como si esa observacion no existiese, y las
redundancias del resto de observaciones disminuyen, pasando a su-
mar 7 — 1. No conocemos los errores, pero conocemos los residuos, y
podemos calcular los elementos r; como la diagonal principal de la
matriz

I— A/NTIAT

en donde la matriz A’ es la obtenida mediante los pesos p., y N cal-
culada a partir de esta misma A’. Asi, si una observacion ¢; tiene un
peso p. muy bajo, su fila en la matriz A’ tendrd valores pequefios,
y entonces en la matriz A'NTA'T el elemento (i,7) serd también pe-
querio, y la redundancia, que es su complemento a 1, préxima a 1.
El resultado de cada simulacion serd un conjunto de valores |v;|/,/7;.
Puede buscarse otra manera de calcular las redundancias parciales,
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pero hay que tener en cuenta que han de sumar r.

La funcién obtenida serd F (6 F), y la denotaremos por Fy,. Los
valores |v;|/,/7; no dan directamente la funcién F,. Vimos al princi-
pio del capitulo anterior, y no vamos a repetir aqui el argumento, que
a la hora de emplear los residuos para obtener una distribucién cada
uno de ellos cuenta como ;. Sobre esta manera de contar los residuos
volveremos maés adelante, pero es importante ver que se puede calcu-
lar 7y a partir de una distribucién F, sea cual sea la manera de contar
los residuos que se empled para obtener F,. Esta funcién no es una
estimacién, sino que es un resultado exacto (en la medida en que lo
sea la funcién f de partida): suponemos una funcién Fy y a partir de
ella y para el problema concreto de que se trate obtenemos F,. La
funcién F;, se obtendra escalada segtin el 1y que hayamos considera-
do en la simulacién, de manera que se mantiene constante la relacién
entre Fy, y F, y segtn sea Ty asi serd de dispersa F,. El proceso de
estimacién de T( consiste, conceptualmente, en obtener el conjunto de
valores |v;|/,/7; y «contarlos» segin el mismo criterio que se emple6
para obtener F,, obteniendo una distribucién que se parecera a F;.
Tomaremos para el conjunto de valores obtenidos un indicador de la
dispersion (por ejemplo T) y veremos cémo se relaciona ese valor en
Fur con Ty de la distribucién F.

Medida de la dispersién para comparar Fy, y U

Dejaremos para mds adelante la eleccién de un criterio para el
conteo de los residuos y estudiaremos la obtencién de 7y supuesto
escogido un criterio y conocida Fy,. Lo que cuenta cada residuo en
la funcién Fy, lo denotaremos por s;. El proceso para obtener 7y ya lo
hemos descrito y sélo falta por concretar qué medida de la dispersion
seleccionaremos. La distribucion F de los valores |v;|/,/7; obtenidos,
en la que cada uno de ellos cuenta s;, la denotaremos por U, y sea
s = Y s;. U es una funcién escalonada que en cada punto |v;|/\/7;
aumenta su valor en s; /s (fig. 20.3).

Una medida evidente de la dispersién de U es 7. El valor T de la
funcién F, estard en una relacién constante ¢ con 1y, y una estima-
cién de T es entonces T, /c:

U=1(0,995)

ke. 20.1
ke (20.)

T0 =
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14

Fig. 20.3: Funciéon U

El factor k. es una constante cuya inclusién es necesaria para que la
estimacion sea centrada. La determinaremos mas adelante.

Este estimador tiene el problema de que es necesario un conjunto
grande de observaciones. Si por ejemplo s ~ r = 40, el namero de
observaciones mayores que 27 es 0,045-40 = 1,8, de manera que T,
quedard determinado por el maximo ntimero de residuos mayores pa-
ra los cuales ) s; < 1,8, que normalmente serdn 2. Estamos basando
entonces el valor de 7y en los dos residuos mayores. Evidentemente
una estimacion asi obtenida es muy variable, y es conveniente bus-
car una mas estable. Hay que distinguir entre la definicién de T como
%f ~1(0,995) y muchos otros valores que para una distribucién F con-
creta también proporcionan el valor de T, como por ejemplo kF~1(g),
para cualquier 0 < g4 < 1y una constante k que depende de 4. En
la funcién F del ejemplo F(7) ~ 0,758, asi que T ~ F *1(0,758), 0
también F(1,47) ~ 0,876, y entonces T ~ 0,7143F ~1(0,876). Otros
modos de obtener T pueden ser kE[|x|], ko, etc., cada una para un
valor de k.

Todas estas expresiones que proporcionan el valor de T se pueden
determinar para la funcién Fy,. Omitiendo la constante k se obtiene
un ndmero que estd en una relacién constante con T, que a su vez
estd en relacion constante con 1y. Entonces se puede aplicar cualquie-
ra de ellas a la funcién ¢/ y dividir por la constante ¢ que la relaciona
con Ty. Una bastante buena es

ufl
T0 = # ke, q1 = fvr(Tvr); (20-2)
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o bien

T =U""(q0) ke, (20.3)
en donde g es el cuantil para el cual ¢ = 1.

En las funciones F para las que se suelen buscar estimadores dis-
tintos del minimo cuadréatico, que suelen presentar una caida de la
densidad para errores grandes mucho menos dréstica que la normal,
no se debe calcular 79 a través de 0, ya que depende mucho de los
residuos mads altos. Esta dependencia fue la causa de que sustituyése-
mos ¢ por T. Incluso es normal que oy, = co.

Se emplea a veces una media de los v? /r; ponderada segtin alguna
funcién de pesos, que suele ser p.. La ventaja de los cuantiles, espe-
cialmente cuando el ndmero de observaciones es pequefio, es que no
dependen de valores excepcionalmente grandes de algin residuo. Si
el cuantil g4 no es muy alto la dependencia es atin menor, y también es
independiente de un menor nimero de errores elevados de los que
cabria esperar.

La variabilidad de 7y, que tendrd relacién con la precisién de ese
valor como estimacién de T¢, la podemos obtener a partir de las si-
mulaciones. Normalmente el valor obtenido mediante los cuantiles
41 Y qo serd mds estable que el obtenido mediante 0,955, siendo la
diferencia menor cuanto mayor sea el niimero de redundancias. Sin
embargo este tltimo tiene una ventaja: Al emplear como estimacién
la propia definicién, el resultado depende sélo de la constante , / .
La funcién F de partida rara vez serd tan precisa como para que
podamos considerarla perfecta. Si la distribucién F real de las ob-
servaciones es algo distinta seguramente la diferencia entre el valor
de ¢ = Tyr/ 719 empleado y el real, desconocido, sea muy pequenia.
Sin embargo los valores F(7) y Fur(Tyr) pueden tener variaciones
mayores. Por ello, si la diferencia entre la variabilidad de la estima-
ci6n mediante ¢/ ~1(0,955) y las obtenidas mediante g1 0 o no es muy
grande, es preferible emplear la primera. Esto ocurrird normalmente
para problemas con un ntimero alto de redundancias. Cuando no dis-
pongamos de tantas redundancias serd mejor la solucion a través de
41, o u otro cuantil que consideremos apropiado. Finalmente, para
valores muy bajos de r tal vez no quede mds remedio que emplear
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una media ponderada de los v2, es decir,

2
1| Tpe(vwi/y/i)sis
T0 — E B kc.

Calculo de la constante de centrado k.

Tenemos pendiente la deduccién de los s; y los valores k.. Empe-
zaremos por estos tltimos. Se obtienen facilmente a partir de las si-
mulaciones. En efecto, supongamos que no aplicamos k.. Entonces la
simulacién proporciona la distribucién del estimador c7y (es decir, 7y
antes de dividir por c). El estimador lo aplicamos a los valores |v;|/1;,
para obtener (estimar) esa misma magnitud en la funcién Fy,. A esta
magnitud la llamaremos p, y entonces p = c7y. Es posible que el es-
timador asi aplicado no sea centrado, y el descentrado lo obtenemos
a partir de la distribucién del estimador obtenida mediante simula-
cién. Supongamos para concretar las ideas que Fur(147y:) = 0,85,
y entonces la estimacién es p = U ~1(0,85) con el objetivo de obte-
ner p = 1,47,,. Realizamos las simulaciones para obtener la distribu-
cién de p y resulta que la esperanza de la distribucién obtenida es,
por ejemplo, E[1,48t,,] ~ 1,057p. Entonces deberemos aplicar una
correccién k. &~ 1/1,057 ~ 0,946, y p deja de ser U ~1(0,85) para ser
U~1(0,85)-0,946. A la cantidad p/k. que obtenemos de la distribu-
cién U la llamaremos p'.

De esta manera obtenemos un estimador centrado para 7y, pero
habra que plantearse si se quiere un estimador centrado para 7 o pa-
ra 75. Dada la naturaleza de la definicién de 7, que no entrafia cuadra-
dos, puede parecer que lo correcto es una estimacion centrada para 7p.
Sin embargo la ausencia de cuadrados en su definicion es algo arbitra-
rio. El cuantil 0,955 se encuentra en la misma posicién respecto a las
observaciones (la variable) que ese mismo cuantil en la distribucién
de los cuadrados, o de cualquiera otra funcién creciente de la varia-
ble. Asi, la definicién de T dada es equivalente a §/F;21(0,955). La
decisién habra de tomarse en funcién de la conservacién de estima-
ciones centradas al sumar distribuciones, al igual que se hizo para la
desviacion tipica. La pregunta es entonces: Si 7y y 7 son estimaciones
centradas de las magnitudes 17 y T2 de dos distribuciones, ;es enton-
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ces T + T» una estimacién centrada del parametro T de la suma, o lo
que se cumple es la propiedad andloga para estimaciones centradas
de 12 y 15? Se cumplirfa la primera propiedad si fuese T = T + T,
y la segunda si 12 = 12 + 3. En la distribucién normal T coincide
con o, por lo que se cumple lo segundo. Si las dos distribuciones que
se suman son iguales, la primera propiedad equivale a T = 277 y la se-
gunda a T = 1,41471y. Los cocientes T/T; para algunas distribuciones
habituales son los siguientes:

Distribucion /T Distribucion T/m
Normal V2 ~ 1,414 Uniforme 1,65
+ 2,5
e~ 1,36 X2~ x3 5 =125

Parece entonces mejor emplear estimaciones centradas de 3. La
Unica variacién que esto supone en la obtencién de k. es que se estu-
dia la distribucién de p"2 en lugar de la de p'.

El problema no se acaba ahi, ya que de esta manera obtenemos un
estimador centrado desde el punto de vista directo, cuando lo desea-
ble es un estimador centrado en sentido inverso. Hay dos posibles
soluciones. La primera, la perezosa, consiste simplemente en multi-
plicar el valor obtenido de k. por /;1, por analogia con la estimacion
minimo cuadrética. La segunda y maés rigurosa supone la obtenciéon
de ¢(p?) a partir de la f(p'?) obtenida en la simulacién y la funcién
h(p?) = 1/p?, que en su momento justificamos. Este es un problema

ya visto que tiene por solucién

g(p?) = g(t) %ft(p;) = tlzfo(pT/z),

en donde f es la distribucién fi(p'?) para un valor concreto de t, co-
mo por ejemplo t = 1 o el correspondiente a Tp = 1. De esta funcién g
yno de f(p'?) es de donde obtendremos k..

“Tomando intervalos [0, x] en lugar de [py — x, sy + x].
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Sobre el caricter centrado de la estimaciéon de T

Parece que al fin y al cabo hemos conseguido una estimacién cen-
trada de 1y (de su cuadrado), pero no es del todo cierto. Una estima-
cién centrada tiene en cuenta todas las observaciones y en funcién
de ellas se obtiene (T3 ) y a partir de ésta E[13]. La funcién g(p?) la
hemos calculado teniendo en cuenta nada més la funcién f(p?) y el
valor p’ obtenido. La estimacién 7 es centrada para el problema: «Ob-
tener una estimacion de 1y sabiendo que se ha obtenido el valor p'»,
pero no para el problema: «Obtener una estimacién de 1y sabiendo
que las observaciones han sido ¢1, {5, ..., £;;».

Mostraremos la diferencia entre ambas estimaciones mediante un
ejemplo sencillo. Sea la distribucién de los errores una uniforme en-
tre 1 — 0,5 y 1 4 0,5. Realizamos tres medidas y tomamos la media
aritmética, A. Vamos a ver cudl es la estimacion centrada de 1 si lo
tnico que conocemos es A. La distribucién de A es, salvo por la divi-
sién entre 3, la de la suma de tres variables uniformes iguales, cuya
grafica se muestra en la pagina 41. La distribucion f(¢) se desplaza
siguiendo el valor verdadero, y entonces hace lo propio la distribu-
cién f(A), de modo que g(A+ Al) = fa(A — Al), y la distribucién
¢(1) es la distribuciéon f(A) volteada respecto al valor A. Dado que
f(A) es simétrica respecto a A la funcioén g(1) coincide con f(A), y
I = A es la estimacién centrada de 1 sabiendo nada mds que la media
aritmética es A. Sin embargo si tenemos en cuenta las tres observa-
ciones la funcién g(1) es uniforme con intervalo [{max — 1, fmin + 1],
y la estimacién centrada el centro de ese intervalo. Sea ¢, la observa-
cién que no es ni fpgy Ni fpyin. Si by > %(61 + ¢3) entonces también
A > Y01+ 43), y el valor I = A es una sobreestimacién, y en caso
contrario una subestimacion. Por cada conjunto ({11, ¢21,¢31) de va-
lores observados en los que A es una subestimacién existe otro, con
la misma probabilidad,

(C12, 022, 037) = (A— (11 — A),A— ({21 — A),A— ({31 — A)),

para el cual A es una sobreestimacién con un sesgo del mismo valor
absoluto, de modo que, en el conocimiento tinicamente de A, ésta es
una estimacién centrada.

Los intervalos de confianza para 7( los obtenemos en g(73). Si
no hemos llegado a obtener esta funcién podemos tomar la solucién
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aproximada P(tg > h1y) = P(19 < 19/h), por analogia con la estima-
cién minimo cuadrética.

Estimacién conjunta de 1y y los parametros

La solucién del ajuste depende del valor 19 inicial, asi que es nece-
sario repetir el ajuste tomando el valor 7 calculado, lo que dara lugar
a unos nuevos valores de las cantidades z y de 79, y el proceso se re-
pite hasta que converja. Puesto que el calculo de los z; es en si mismo
un proceso iterativo puede obtenerse 7y en cada iteracién y emplear
el valor calculado para la siguiente, de manera que se obtienen con-
juntamente (1, ..., 2,) y 7o en el mismo ajuste.

Si se quiere estimar distintos valores de Ty para otros tantos con-
juntos de observaciones, se puede emplear la misma estimacién que
para un 1o global pero restringida al conjunto de observaciones en
cuestion. Si las observaciones son de naturaleza distinta entonces es
mejor calcular una funcién F, para cada conjunto, y una magnitud p
adecuada para cada uno, y aunque se elijan las mismas no serdn igua-
les los valores c y k.. Atin més, se debe comenzar desde el principio
con funciones F distintas, y en consecuencia distintas p, y p-.

Cudnto se cuenta cada residuo

Vamos a abordar ahora el estudio de la asignacién de cantida-
des s;. Puesto que en principio cualquiera de ellas proporciona re-
sultados correctos primero habra que definir qué es lo que queremos
mediante la eleccién de unos s; concretos. La estimacién p es centra-
da basédndose tnicamente en el valor p/, pero segtin acabamos de ver,
en cada problema concreto puede ser mds o menos sesgada. La elec-
cién de los s; debe hacerse de modo que el sesgo de p en problemas
concretos sea lo mas pequeio posible.

Una decisién en este sentido ya se produjo al tomar en considera-
cion los valores v;/,/r; en lugar de v;. Si hubiésemos empleado estos
ultimos y trabajado con la funcién F, podriamos igualmente haber
obtenido mediante simulacién la distribucion f del estimador o/, y
obtenido una estimacién centrada en sentido inverso basada en ella.
Sin embargo esta estimacién tendria facilmente un sesgo importan-
te, debido a que los residuos con menor redundancia tienden a ser
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menores y aquellos con una mayor, mayores, y no se distribuyen
por igual en la distribucién F, teniendo ésta en su parte mas ba-
ja mayor proporcién de residuos con redundancia pequefia que en
el total de los residuos, y sobre todo mayor presencia en los valores
mas altos de residuos con redundancia elevada, de manera que va-
riaciones en pequefios conjuntos de residuos pueden causar una di-
ferencia en la distribucién U respecto a la tedrica F, importante en
una zona concreta y que varie significativamente es resultado de la
estimacion.

La eleccién de unos s; u otros modifica la distribuciéon F, y los
valores c. Estas constantes son iguales a p/ 1) = puvr/Te, y son la com-
posicién (producto) de pyr/pe v pe/Te. Estas tltimas dependen soé-
lo de la funcién F¢, y una vez seleccionada ésta son unas cantida-
des fijas. Las primeras son las dependientes de F, y por tanto de
los s;, y las llamaremos ¢/, y c{, a los valores que se obtienen cuan-
do s; = 1 para todos los residuos. La distribucién F,, para esos s;
serd Fyro-

Los valores ¢, seran préximos a 1, ya que la distribucion de las
cantidades |v;|/,/7; es muy parecida a la de los errores. Valores de
¢, mayores que 1 indican que las cantidades |v;|/,/7; son mayores
que los |¢'], en el sentido del estimador p, y lo contrario para ¢, < 1.
Supongamos una figura formada por un conjunto de 10 observa-
ciones con 1 redundancia y otras 30 observaciones con 27 redun-
dancias, independientes los conjuntos entre si, y que los pesos s;
son iguales a 1. Estd claro que el resultado depende en exceso del
conjunto de 10 observaciones. Si una sola de ellas tiene un residuo
algo grande, o simplemente si los errores se han acumulado en el
mismo sentido, el valor de p serd muy elevado, debido a que cuen-
tan como 10 residuos lo que en realidad es una tnica estimacion.
Es un caso en el que, basandonos tnicamente en el valor de p/, la
estimacién 7y serd centrada, pero atendiendo al valor de todas las
observaciones la estimacién centrada seria menor. Al contrario ocu-
rrird si esos 10 residuos, aun divididos por ,/7;, son muy pequefios.
En ese caso los 10 residuos aportan una probabilidad 1/4 a la parte
baja de la distribucién U, por lo que los cuantiles disminuyen, asi
como estimaciones que tengan en cuenta todos los residuos. Por ello
una primera solucién consiste en s; = r;. Asi se puede interpretar
el estimador minimo cuadrético. En ese caso las cantidades v;/,/7;
siguen distribuciones N(0, 7)), y una media de sus cuadrados con
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S;i=7r;es

"2
) LSi Yo
0= T,

que es una estimacién centrada en sentido directo.

En la estimacién minimo cuadrética las redundancias parciales de
cada observacion son fijas, pero en cualquiera otra dependen del va-
lor de los residuos a través de p.. Sigamos con el ejemplo del conjunto
de 40 observaciones, pero suponiendo ahora que el primer subconjun-
to de 10 tiene 2 redundancias en lugar de 1, para poder detectar un
error muy grande en una observacion. Si entre esas 10 hay una ob-
servacién con un residuo muy alto, entonces su redundancia parcial
serd practicamente 1, y las de las otras 9 observaciones disminuyen de
manera que suman 1. Andlogamente ocurre si entre las otras 40 hay
una con un residuo muy alto. Por lo tanto los errores muy grandes se
detectan y quedan con redundancia 1, y si s; = r; entonces también
con s; = 1. Supongamos que los errores se dividen en pequefios o
medianos y muy grandes, y que la probabilidad de estos tltimos es p.
La probabilidad de que entre las 40 observaciones no haya ninguna
con un error muy grande es (1 — p)* ~ 1 — 40p. Suponemos que
p es muy pequefio y despreciamos los términos p?, etc. La probabili-
dad de que haya un error grande es ~ 40p, y la de que haya maés de
uno es practicamente cero. Estos errores se detectan y tienen s; = 1,
de manera que por término medio aportardn a la distribucién &/ una
cantidad (40p)/s = %p, y el promedio de distribuciones I/ es la dis-
tribuciéon Fy,. Por lo tanto la probabilidad de un valor muy grande
en Fy, es mayor que en Fy,, y se tendra valores ¢’ > c6. Si la probabi-
lidad de que el niimero de errores grandes entre las m observaciones
sea mayor que 1 no es despreciable, bien porque p no es tan peque-
fio o bien porque m es mayor, habrd en todo caso una cantidad
que podemos esperar por término medio de errores muy grandes; es
decir, una proporcién my /m. Esos errores contardn en la distribucién
Fur como mj /¥, que es una proporcién mayor, y seguiremos teniendo
c > cp.

Los errores, claro estd, no se dividen drasticamente en medianos y
muy grandes, y la mayor proporcién de residuos (divididos por /7;)
de una cierta magnitud en Fy, en relacién a Fy,9 y a F es mayor
cuanto mayor sea la magnitud del residuo, por lo que en las estima-
ciones basadas en s; = r; los errores mayores tienen méas importancia
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de la que tienen en la propia distribucién F. No sucede lo mismo pa-
ra Fyr, aunque ¢, > 1, ya que en este caso el valor mayor que 1 de ¢’
se debe a que los valores |v;|/,/7; aumentan todos en general respecto
a |¢;|, y no a que los valores mayores tengan mds peso.

Por ello, aunque la solucién s; = r; es bastante buena, podemos
intentar buscar otra en la que la proporcién de los residuos mayores
se ajuste mds a la que existe en F y en Fy9. Una solucion al respecto
consiste en tomar para s; los valores de las redundancias iniciales, los
que se obtienen para p. = 1. Estos valores los denotaremos por ;.
Asfi la redundancia de cada residuo es independiente de su magnitud,
y valores |v;|/,/7; de cualquier magnitud tendran por término medio
una redundancia r/m. Pero esta solucién es peor que mantener s; =
7;, ya que un residuo muy grande que ha quedado con redundancia 1
tendrd un s; distinto segun r;5, pudiendo incluso ser muy préximo
a cero. Una observacion de este tipo practicamente no influye en la
solucion, y el valor s; deberia ser independiente de ;.

Podemos entonces buscar una serie de propiedades para los valo-
res 5;. I) Cuando r; — 1 la cantidad s; tiende a un valor independien-
te del ;5 inicial, y II) Si todos los residuos son pequefios entonces
s; = r;p. Estas condiciones ya se cumplen sis; = r;. La condicién que
falta es la que refleje que la proporcién de valores altos en Fy, segtin
los s; sea parecida a la de Fy,(, es decir, a la de s; = 1. Esta es: 1III) Si
r; — 1 entonces s; — s/m, en donde s = Y _s;.

Para cumplir estas condiciones puede emplearse una funcién s;(r;)
de dos tramos, lineal en cada uno de ellos, definida mediante su valor
en tres puntos:

5i(0) =0,  si(rig) =rip,  si(1) = p”

Sir; > r;o entonces s; estd definido en funcién de }_s;, valor en el cual
interviene el propio s;. Se puede plantear un sistema de ecuaciones,
pero la manera mads facil de resolverlo es de modo iterativo, ya que
una vez calculados los valores s; a partir de un (E sl-) oelvalorde}s;
no variard mucho. Se empieza con (Ls;), = r.

Esta solucion tiene la paradoja de que para ciertas observaciones
cuanto mayor sea el residuo menor es s;. La diferencia en la solucién
respecto a la obtenida con s; = r; serd pequena.
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Obtencién de la distribucion de los errores

Llegados a este punto podemos obtener como tltimo resultado
del ajuste lo que supone el punto de partida de la estimacién: la dis-
tribucién de los errores. Supongamos para evitar constantes innece-
sarias que F se ha tomado de manera que en ella T = 1. Los valores
que se tomaran para ello son

B _ |’Ul'|/’7'() . ~
|&| = F1 (J-'w (— ,  cantidad(éj) =s;,  (204)
Vi

que ya no necesita mas explicacién. Entonces el proceso de desarrollo
de un estimador para una distribucién consta de los siguientes pasos.

1. A partir de un conjunto de valores £ ajustar a ellos una distribu-
cién F.
2. Derivar de F la funcién p y demads informacién interesante, co-

mo F(1).

3. Seleccionar un conjunto de casos representativos sencillos para
obtener las funciones de peso siguientes.

4. Tomando como base la funcién p, encontrar una funcién p. para
que el estimador sea lo mds centrado posible.

5. Construir una funcién p+, y si es necesario decidir qué hacer si
algtn valor de precisién resulta negativo.

6. Decidir un criterio para los s;.

7. Seleccionar uno o varios casos reales para realizar simulaciones,
y en funcién de ellas elegir un estimador p e incluir las constan-
tes necesarias para que sea una estimacion centrada de .

8. Obtener un conjunto grande de valores &, y volver a empezar.

Agrupacién de observaciones ligadas

Cuando se aplica el estimador hay muchas veces pares o conjun-
tos de observaciones relacionados de manera que si una de ellas tiene
un error muy grande entonces las otras también lo tendran; por ejem-
plo cuando se miden coordenadas de un punto sobre una imagen.
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Si una de las coordenadas tiene un error muy grande indica normal-
mente una equivocacién en el punto a medir, y la otra sélo podréa ser
correcta de casualidad. En esos casos debe aplicarse el mismo valor
pe a ambas observaciones, basdndose en la que tiene residuo mayor.
Lo que en realidad ocurre es que desde el punto de vista operativo
se trata de una tinica observacién, aunque de ella se obtengan dos
valores. En este caso el valor en funcién del cual se obtiene p, ha de

ser la distancia al punto ajustado: vy, = \/v2 + vﬁ. En otras situacio-
nes podra ser v1 = méax{vy,v2} o lo que légicamente se determine.
Cuando estos pares de observaciones se combinan con otras indivi-
duales del mismo tipo, estas parejas estan recibiendo por término me-
dio menos peso del que deberian, ya que un peso obtenido a partir
de una cantidad v, > méx{v;, v2} es menor que el obtenido a partir
del propio residuo, incluso aunque los valores v; y v, sean pequefios.
Entonces habra que compensarlo de alguna manera, bien en el valor
pe obtenido o bien en las cantidades v; 5, tomando en lugar de ellas
F(Fs 12 (v12)),endonde Fe, , se obtiene a partir de . La mayoria de
las veces las observaciones que van emparejadas no se presentardn
ademds de manera aislada, y lo que se hace es tomar directamente
como F la distribucién de los ¢ 5, y desarrollar las funciones de peso
y todo lo demés a partir de estas magnitudes y esta funcién.

Aplicacién previa de otra funcién de pesos para obtener valores ini-
ciales

Vimos que el proceso iterativo en la resoluciéon de un ajuste me-
diante una funcién p, o mediante " requiere un punto inicial muy
proximo a la solucién, que se suele obtener mediante una estimaciéon
previa minimo cuadratica. Segtin cémo sea la disposicion relativa de
las observaciones, puede haber ciertas observaciones que si tienen un
error muy grande el punto inicial asi obtenido no sea suficiente para
alcanzar una solucién correcta. Sucede muchas veces cuando la re-
dundancia de la observaciéon es muy baja, lo que a su vez puede ser
debido a que al tener mucho error ha quedado «aislada». Para solucio-
nar este problema se efecttian a partir de la solucién minimo cuadrati-
ca unas iteraciones con una funcién p, distinta, mds parecida a las de
estimadores de mdxima probabilidad. Puede ser una funcién con una
cafda muy brusca en torno a 2,5-3, o bien se toman los valores |v;|//7;
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en lugar de |v;|, 0 ambas cosas. Asi se consigue eliminar observacio-
nes que de otro modo permanecerian con residuo pequefio en todas
las iteraciones. Estas iteraciones iniciales no deben entenderse como
una modificacién del estimador, sino simplemente como un modo de
obtener unos valores iniciales suficientemente buenos. Cuando se rea-
liza un proceso iterativo y se alcanza la convergencia las propiedades
del punto de convergencia quedan determinadas tinicamente por la
funcién p, que se empleé en las tltimas iteraciones; todo lo anterior
es simplemente valores aproximados.
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Sobre el método de los minimos cuadrados
A. M. Legendre (1805)

Exia mayoria de los problemas en los que se trata de obtener a partir
de medidas dadas por la observacién los resultados mas exactos que
éstas puedan ofrecer, casi siempre terminamos llegando a un sistema
de ecuaciones de la forma

E=a+bx+cy+ fz+ &c.

en las cuales 4, b, ¢, f, &c. son coeficientes conocidos, que varfan de
una ecuacion a otra, y x, y, z, &c. son las incégnitas que hay que de-
terminar con la condicién de que el valor de E se reduzca, para cada
ecuacion, a una cantidad nula o muy pequefa.

Si tenemos el mismo ndmero de ecuaciones que de incognitas x,
Y, z, &c., no hay ninguna dificultad en la determinacién de las incég-
nitas, y podemos hacer que los errores E sean absolutamente nulos.
Pero la mayoria de las veces el ntimero de ecuaciones es superior al
de incégnitas, y es imposible eliminar todos los errores.

En esta circunstancia, que es la de la mayoria de los problemas fisi-
cos y astrondmicos, en los que se busca determinar ciertos elementos
importantes, interviene necesariamente la arbitrariedad en la distri-
bucién de los errores, y no podemos esperar que todas las hip6tesis
conduzcan exactamente a los mismos resultados; pero sobre todo hay
que proceder de manera que los errores extremos, sin atender a su
signo, queden encerrados en limites tan estrechos como sea posible.

De todos los principios que podemos proponer para este objeti-
vo, pienso que no hay ninguno més general, mds exacto, ni de una
aplicacion maés facil que aquél que hemos empleado en las investiga-
ciones precedentes, y que consiste en hacer minima la suma de los
cuadrados de los errores. De esta forma se establece entre los errores
una suerte de equilibrio que, impidiendo prevalecer a los extremos,
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es muy adecuado para revelar el estado del sistema que mas se apro-
xima a la verdad.
La suma de los cuadrados de los errores E2 + E”2 + E"2 + &c., siendo

(a+bx+cy+ fz + &c.)?
+ (@ +Vx+cy+ flz+ &c.)?
+(a”+b”x+c”y+f”z+&c.)2
+ &c.;

si buscamos su minimo, haciendo variar x sola, tendremos la ecua-
cion

0=[ab+ x[b*+ y[bc + z[bf + &c.,
en la cual por [ab entendemos la suma de los productos semejantes
ab +a't’ + a"’b" + &c. ; por [b? la suma de los cuadrados de los coefi-

cientes de x, a saber b? + b’ + b"? + &c., y asi sucesivamente.
De manera semejante, el minimo respecto a y dara

0=fac+xfbc+y[P+z[cf + &c.,

y el minimo respecto a z,

o=[af +x[bf +y[cf+z[f*+ &ec.,

y vemos que los mismos coeficientes [bc, [bf, &c. son comunes a dos
ecuaciones, lo que contribuye a facilitar el calculo.

En general, para formar la ecuacion de minimo respecto a una de las
incognitas, hay que multiplicar todos los términos de cada ecuacion plantea-
da por el coeficiente de la incégnita en esa ecuacién, tomado con su signo, y
efectuar la suma de todos estos productos.

Obtendremos de esta manera tantas ecuaciones de minimo como
incégnitas hay, y habrad que resolver estas ecuaciones por los méto-
dos ordinarios. Pero podremos bien reducir todos los calculos, tanto
de las multiplicaciones como de la resolucién, no incluyendo en ca-
da operacién mayor ntimero de cifras enteras o decimales que el que
pueda exigir el grado de aproximacién de que es susceptible el pro-
blema.

Si por un azar singular, fuese posible satisfacer todas las ecuacio-
nes haciendo nulos todos los errores, obtendremos igualmente este
resultado mediante las ecuaciones de minimo; ya que si después de
haber encontrado los valores x, y, z, &c. que hacennulos E, E/, E”, &c.,
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hacemos variar x, y, z, &c. en 6x, oy, dz, &c., es evidente que E2 que
era cero se transformara por esta variacién en (adx + bdy + cdz, &c.)?.
Lo mismo sucederd para E2, E"”2, &c. De donde vemos que la suma
de los cuadrados de los errores tendrd por variacién una cantidad de
segundo orden respecto a éx, dy, &c.; lo que concuerda con la natu-
raleza del minimo.

Si después de haber determinado todas las incégnitas x, y, z, &c.,
sustituimos sus valores en las ecuaciones planteadas, conoceremos
los distintos errores E, E/, E’, &c. a los cuales este sistema da lugar,
y que no pueden ser reducidos sin aumentar la suma de sus cua-
drados. Si entre estos errores se encuentran algunos que juzgamos
demasiado grandes para ser admisibles, entonces rechazaremos las
ecuaciones que han producido esos errores, como procedentes de ex-
perimentos muy defectuosos, y determinaremos las incégnitas por
medio de las ecuaciones restantes, que entonces daran errores mucho
menores. Y hay que observar que no estamos obligados entonces a
volver a empezar todos los célculos; ya que, puesto que las ecuacio-
nes de minimo se forman por la adicién de los productos efectuados
en cada una de las ecuaciones planteadas, sera suficiente con descar-
tar de la adicién los productos dados por las ecuaciones que dieron
lugar a errores muy considerables.

La regla por la cual tomamos la media entre los resultados
de diferentes observaciones, no es mds que una consecuen-
cia muy simple de nuestro método general, al que llamaremos
Meétodo de los minimos cuadrados.

En efecto, si los experimentos han dado distintos valores a’, a”,
a"’, &c. para una cierta cantidad x, la suma de los cuadrados de los
errores serd (a' — x)% + (a” — x)? + (a"" — x)? + &c., e igualando esta
suma a un minimo, tenemos

o= (' —x)+ (@ —x)+ (@ —x) + &c.;

!/ " n
a+a' +a" 4+ &c | ,
de donde resulta x = . , siendo 7 el nimero de ob-

servaciones.

Paralelamente, si para determinar la posicién de un punto en el es-
pacio, hemos encontrado, en un primer experimento, las coordenadas
a’,b’,c’; en un segundo, las coordenadas a”,b”, ¢’ y asi sucesivamen-
te; sean x, v, z, las verdaderas coordenadas de ese punto ; entonces el
error del primer experimento serd la distancia del punto (a’,b,c’) al
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punto (x,y,z); el cuadrado de esta distancia es
(11/ _ x/)Z + (b/ _ y/)z + (C/ _ Z/)Z/

y la suma de los cuadrados semejantes siendo igual a un minimo, ob-

. Ja Jb Je .
tenemos tres ecuaciones que dan x = —,y = —, z = —, siendo n
n n n

el niimero de puntos dados por los experimentos. Estas férmulas son
las mismas que aquéllas por las cuales encontramos el centro de gra-
vedad comiin de varias masas iguales, situadas en los puntos dados;
de donde vemos que el centro de gravedad de un cuerpo cualquiera
participa de esta propiedad general.

Si dividimos la masa de un cuerpo en moléculas iguales y suficiente-
mente pequefias para que sean consideradas como puntos, la suma de los
cuadrados de las distancias de las moléculas al centro de gravedad serd un
minimo.

Vemos entonces que el método de los minimos cuadrados permite
conocer, de alguna manera, el centro alrededor del cual se organizan
todos los resultados proporcionados por los experimentos, de manera
que tienden a separarse de él lo menos posible. La aplicacién que
vamos a hacer de este método a la medida del meridiano, permitira
mostrar con toda claridad su simplicidad y fecundidad.

Sigue una aplicacién a la medida de grados de meridiano.
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