Problema: Para cada nimero natural n sea dn el nimero de divisores de n. Si un
numero n cumple dm < dn para todo m < n se dice que el nimero es redondo. Demostrar
las siguientes propiedades:

I. Sea P un nuimero natural cualquiera. A partir de un cierto punto todos los nimeros
redondos son divisibles por P.

II. Para cada ntimero redondo N sea p,, el mayor niimero primo por el cual es divisible.
Encontrar una funcién sencilla f tal que log N ~ fp,, (cuando N — o).

ITI. Sean o y B dos nimeros enteros y, para cada N, ¢ el mayor nimero primo cuyo
exponente en la descomposicién de N es > a y r el mayor niimero primo cuyo exponente
es > (3. Demostrar

log g N log (1+1)

N
log r 1og(1 + %) ’ e

IV. Demostrar que la convergencia del apartado anterior es uniforme para todos los «, 8
tales que ¢,7 > (logp,)?*/®. BEs decir, que si para cada N la cantidad & es la méxima
difierencia a 1 del cociente entre el término izquierdo y el derecho para todos los pares «, 3
considerados, 6 — 0 cuando N — oo.

Solucion

I. Sea N un ndmero redondo y N = p{'p52... p¥» su descomposicién en factores
primos, con p; < ps < p3 < etc. Se tiene obviamente a3 > as > a3 > etc. El nimero de
divisores de N es

dN = (a1 + )(aa+ 1)+ (ap, + 1).

Sea p un nimero primo cualquiera y p® la maxima potencia de p que divide a V. Sipno
divide a N entonces @ = 0. El exponente de otro primo cualquiera ¢ en la descomposicién
de N, sea 3, esta acotado por el hecho de ser p® la maxima potencia de p que divide a V.
Si g < py B es muy grande afiadimos en la descomposicién de N un factor p y eliminamos
tantos factores ¢ como sea necesario para que el nimero resultante, M, sea menor. La
razén d M/d N es

a+2B—-k+1

a+1 B+1 7
siendo k el nimero de fatores ¢ eliminados. Si § es suficientemente grande este cociente
es > 1,demodoquedM >dN y M < N, por lo que N no puede ser un ntimero redondo.

Sig > py B > 0eliminamos un factor g y afiadimos tantos factores p como sea posible
de manera que el nimero resultante, M, sea menor que N. La razén d M/d N es

at+k+1 B
a+1l B+1°

siendo k el nimero de fatores p anadidos. Si 8 es suficientemente grande este cociente
es > 1,demodoquedM >dN y M < N, por lo que N no puede ser un ntimero redondo.
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Si ademds ¢ es suficientemente grande, el nimero k serd tan grande que este cociente
serd > 1 incluso para 8 = 1, es decir, que el mayor primo divisor de N también estd
acotado.

Si N no es miultiplo de P existe alguna potencia p® que divide a P pero no a N. Si p”
es la maxima potencia de p que divide a IV se cumple pues v < a. Segin lo que acabamos
de ver los exponentes de todos los factores primos de N estan acotados en funcién de ~.
Las cotas seran mayores cuanto mayor sea 7. Si p® es la mayor potencia de p que divide
a P el maximo valor posible de v es o — 1. Sea N = 27137250 . | Sean 69’), ﬁép) ... las
cotas de los exponentes 31, (s ... correspondientes a v = a— 1. Sean [, (s ... los maximos
de ﬂ? ) ﬁép ) ... para todos los primos p que dividen a P. Nétese que a partir de un cierto
punto todos los 3, son cero. Se tiene entonces que si N es un ntmero redondo y N no
divide a P se ha de cumplir

N < M =238 pPn.

y reciprocamente, si N es redondo y N > M entonces N divide a P, Q.E.D.

II. Vamos a concretar la cota del apartado anterior. El niimero minimo de fatores ¢
que es necesario tomar para que su producto sea mayor que p es k = [logq p] + 1. La
desigualdad que acota el exponente 5 de ¢ en funcién del exponente o de p cuando g < p
es

a+28-k+1
a+l pg+1

Como primo p tomamos p, 41, de donde o = 0. La desigualdad queda

p— [logqpn-H] < 1
6+1 2
de donde
B <1+ 2 [log, pnsi]
o bien

B—1<2]log, pnt1], (1)

que es la que nos interesard para este apartado.

En el otro sentido (aunque no nos hard falta), si ahora k es el nimero méximo de
factores ¢ que se pueden tomar de manera que su producto sea menor que p se tiene
k= [logq p], y el exponente 5 ha de cumplir

a B+k+1

< 1.
a+l f+1

Como primo p tomamos p,, de donde o = 1. La desigualdad queda

B+1+ [logq pn]
B+1
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de donde
B> [logqpn] — 1.

Por otra parte, sea
N =2%13% 33 r3qigs... ¢2pipa... Dn,

en donde las distintas n representan niimeros distintos. Establecermos unas cotas maximas
y minimas para qy, rp, etc. en funcién de p,,, pero de momento en este apartado nos basta
una cota superior para ¢,.

Podemos construir un niimero M con un mayor nimero de divisores que N anadiendo
los factores p,41 y Pri2 v eliminando ¢, ¢n—1y ¢n—2. Se tiene d M/d N =4 2% > 1. Para
que N sea un nimero redondo ha de cuplirse M > N, es decir ¢,—2qn—19n < Pn+1Pn+2, 10
que establece una cota superior para ¢, en funciéon de p,:

2/3
qn—2 < pn{t,-z-

El cociente entre nimeros primos consecutivos tiende a 1, de manera que a partir de un

cierto N se cumplira, por ejemplo,
an < pi/4-

Procedemos ya a acotar log N. Por una parte
log N > log2+log3+ ... +logpy ~ pn.

Por otra

log N = (log2 +log3 + ... + log p,, )+
+(a1 —1)log2+ (ag — 1) log3 + ... + 2log r,, +log g1 + ... + log g,

Por la desigualdad (1) todos los sumandos fuera del primer paréntesis son menores que
2log pn+1 ¥ su ndmero es < g,. Por tanto

log N < (log 2 +log3 + ... + log ) + p/* 2108 pr1 ~ pn,

de donde log N ~ p,,.

ITI. Si p,, es suficientemente grande la desigualdad ¢,—¢... ¢n—1¢ < Dn+1-.- Pntd, que
podemos construir en base a 24(2/3)7 > 1, proporciona una cota méas ajustada para qy.
En general, sea x, el mayor niimero primo cuyo exponente es > « en la descomposicion
de N, e y, el mayor niimero primo cuyo exponente es > 3. (x, € y, son los nimeros q y r
del enunciado). De una solucién (u,v) de la desigualdad

() (5
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se puede establecer la desigualdad
Tn—v+1Tn—v+42-- Tn < Ynt1Yn42--- Yn+u (3)

va que de lo contrario N no seria un ntmero redondo. Si alguno de los exponentes de
Trn—v+41, Tn—pt2 -.. €S MAYOr que a, o alguno de los de Ypn4p, Yntpu—1 .- € menor que 3, la
desigualdad que relaciona v y p queda, en lugar de con la forma (2), con una forma maés
favorable, en el sentido de que v podra hacerse mayor para un mismo u o 4 hacerse menor
para un mismo v, y a fortiori basta con que el par p,r cumpla la ecuacién (2) tal como
esta escrita.

Cuando N — oo tanto x,, como y, tienden a infinito (para unos «, S fijos), de acuerdo
a la propiedad del apartado I. Puesto que el cociente entre ntimeros primos consecutivos
tiende a 1, la desigualdad (3) es

xzy < yhe,

en donde € > 1 pero € — 1, manteniendo la solucién (p,v) fija. Escribimos esto como

I
9BTn e E (4)
log yn, v

El cociente u/v estd limitado por (2):

p o log(1+1)
v log(l+ 3

~—

Podemos aproximar por defecto el niimero irracional de la derecha con fracciones p/v
cada vez mds proximas al valor exacto a costa de tomar pares (u,r) més grandes. Para
una solucién (u, v) fija el valor de € tiende a 1, de manera que cuando p, — oo podemos
tomar una sucesién de pares (u, ) cada vez mds ajustados al valor del miembro derecho y
aun asi tener e — 1. Por lo tanto se tiene

1
log z,, <ed log (1 + i)

, 5
log yn, ‘ log (1+ ﬁ) 5)

conf>1,e>1,0—>1ye—1.

En el otro sentido, si tomamos unos valores (1, ') que satisfagan

() (5 <

se ha de cumplir, por ser N un niimero redondo,

/
TnTngle Tntv' < Yn—p+1Yn—p+2--- Yn, (3")

de donde

! ’
v u' ot
Ty > Yn €
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logx, o
log y», = v E (4)

en donde ¢ < 1 pero ¢ — 1 cuando N — oo.
El cociente p' /v estd limitado por (2'):

po_log (1+ )
< [N S A,
v’ 1og(1 + %)

)

y repitiendo el mismo razonamiento que en el caso anterior se deduce

log , log (1+ 1

ot plo(l+,) (5)
log yn, log (1 =+ B)

conf<le<l,0—>1ye—1.

La unién de (5) y (5) es

~—

logz, log(1+2
logy, log (1 + %)

i

como se trataba de demostrar.

IV. Vamos a ver que en (4) y (4’) también se cumple € — 1 y ¢ — 1 aunque tomemos
el mismo € y el mismo ¢ para todos los (a, 8) que hay que considerar para cada N (es
decir, que ahora € es el méximo de todos los € que se derivan de (3) para todos los («a, )
que consideramos). Para cada par (a, 3) mantendremos los mismos pares (u,v) y (¢, 1)
para todo N.

En primer lugar podemos simplificar algo los desarrollos observando que basta demos-
trar la propiedad pedida para el caso 8 =1, y, = pn, ya que

logx, logx, logp,

logy,  logpy logy,’

de donde el valor de una fracién para unos («, 3) cualesquiera es el producto de la corres-
pondiente a (o, 1) y el inverso de la correspondiente a (3,1). Asi las ecuaciones (2) y (2')
quedan, tras aislar vy v/,

log 2
< p—, 6
v 'ulog(l-i-i) ©)
log 2
Vs (6'),

log (1+ éy

Tomaremos unos valores p y i fijos, los mismos para todos los a. Asi v y v/ quedan
definidos, para cada a, como el mayor y menor entero, respectivamente, que satisfacen las
ecuaciones anteriores.



Las ecuaciones (3) y (3') quedan
Tn—v+1Tn—v42--+ Tn < Pnt1Pn+2.- Prdps

Tp41Tn+2-- Tptp! > Pn—p4+1Pn—p+2--+ Pn,

o bien
Tn—p4+1Tn—p42--- Tn < pﬁ 57 (7)

! !
Tt 1Tng2eee Tty > DO’ (7)

en donde § y &’ dependen solo de N, § > 1, ' <1y ambas — 1 cuando N — oc.

Queremos demostrar que en ambos casos el producto del miembro izquierdo es préac-
ticamente igual que z7 y a:,”l/ respectivamente. El caso méas desfavorable es aquél en el
que z,, es el mds pequeno posible, porque ademés coincide con los valores maximos de v
y /. Sea pues x, igual al primer primo mayor que (logp,)??/° (el primer z, posible tal
vez sea otro primo mayor que este), y sean

0 0
Tp—1 = Tnp <1 - 1) y Tp_2 =X (1 — 2> , etc.
T T,

Por tanto 61 = x,, — xp—_1, 02 = &, — Tp_2, etc. La inecuacion (7) queda escrita en funcién

de estas cantidades como 5
x;]‘[<1—xi) < phs. (8)
)V — 1,

1%
que a su vez equivale a Vﬁ—” — 1. En primer lugar acotamos v: De (1 — i—”) < phé se

9;
Tn

Queremos demostrar que [ | (1 — ) — 1. Para ello basta demostrar (1 — 2

Tn

sigue

log d + logp, log § + log p,, log 6 + log p, log p,,
H log z,, + log(1 — &) H log z, . 2 Joglog pn, a loglog py,

Por otra parte se sabe que la diferencia entre niimeros primos consecutivos para nimeros x
suficientemente grandes es menor que 2%/, Por lo tanto

6, < vab/1L,
Uniendo ambos resultados, y recordando que segin el enunciado x,, > (log pn)22/ 5,
2
& _ v° 1 (log py) I 0
Voo S s/ 2 z = z 7 U
nooap (loglog pn)” (logpn)”  (loglogpn)

log = .
Por lo tanto se cumple lggﬁ < €&, con € — 1 uniformemente para todos los a
n
considerados. Puesto que esto se cumple para todo p se puede tomar una sucesiéon de

valores de p crecientes de manera que se siga cumpliendo, de donde

log ), log(1+ +
BTn _ o og(1+ 1)
log pr, log 2



conf>1lye>1,y60—1ye— 1de manera uniforme.
En modo del todo andlogo se demuestra

log x, < e,e,log(l + é)
log pr log 2

)

conf <lye <1l,y# —1ye —1demanera uniforme. Por tanto

log ., log(l + é)
log pr log 2

de manera uniforme, y finalmente, para todos los pares «, 3 con z,, y, > (log pn)22/ 5,

logz, log(l+ 1)
log ¥, log(l + %)

de modo uniforme.



